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Introduccion 





La variable compleja es un area de las matematicas que tiene algo para todos los 
gustos. Ademas de tener aplicaciones a otras partes del andlisis, se puede decir 
que es un ancestro de otras dreas de las matématicas, (por ejemplo, teoria de ho- 
motopia, geometria hiperbdlica, dinamica holomorfa, etc.). De hecho, la variable 
compleja ha sido considerada como el area de introduccion a las matematicas. 


Este libro incluye algunos temas introductorios de variable compleja, que se han 
ensenado en la Facultad de Ciencias de la UAEM en la ultima decada, usualmente 
durante el cuarto semestre de la Licenciatura en Ciencias, en las areas terminales 
de Matematicas y Fisica. 


Dentro de la bibliografia para impartir el curso de variable compleja, se encuen- 
tra el libro de Analisis Basico de Variable Compleja, de J. E. Marsden y M. J. 
Hoffman, en su versién en espanol. En este libro, se pueden encontrar al final del 
mismo, las soluciones de los ejercicios con numeracion impar, presentados a lo 
largo del libro. El resolver la mayor cantidad de problemas y ejercicios es parte 
importante del aprendizaje del area de variable compleja para el alumno, asi que 
nos hemos propuesto en este libro presentar todas las soluciones a los ejercicios 
con numero par que aparecen en los primeros tres capitulos del libro de Analisis 
Basico de Variable Compleja. 


Las soluciones de los problemas aqui mostradas, estan escritas con el estudiante 
en mente. La mayoria de las soluciones se presentan en detalle, y cuando no es el 
caso, se le indica al lector lo que falta y se le pide que termine el problema como 
un ejercicio. El grado de dificultad de los problemas es muy variado. Algunos pro- 
blemas tienen la motivacidn de fijar las ideas de la seccién correspondiente, en 
la mente del estudiante, y otros se utilizan para extender la teorfa. Cabe sefalar, 
que la mayor parte de las soluciones a los problemas aqui presentadas son origi- 
nales, en el sentido de que fueron escritas por los autores, aunque las soluciones 
de algunos de los problemas siguen un camino estandar. Por ello mismo, el lector 
seguramente podra encontrar soluciones mds creativas y mas cortas a varios de 
los problemas. 


iv Introduccién 


Nuestra motivacion principal, es el hecho de que este libro sirva como un apoyo 
adicional para el curso de variable compleja y que el alumno tenga un material de 
primera mano que le sirva de apoyo para resolver problemas que se le presenten 
durante el curso. 


Nuestra presentacién sigue el orden del libro [6], durante los primeros tres capitu- 
los, que corresponden a un curso estandar de variable compleja en una licenciatura 
en matematicas. En cada seccion, se presenta de manera breve, la teoria necesaria 
para resolver los problemas correspondientes a la seccién. 


En el capitulo 1, se presentan problemas que introducen las ideas basicas de 
los numeros complejos y de las funciones analiticas. Se introducen las funciones 
elementales de variable compleja como son los polinomios, la funcién exponencial, 
la funcidn logaritmo y las funciones trigonométricas. Se da un breve repaso a los 
conceptos de limite y continuidad, asi como a las definiciones topoldgicas basicas 
del plano complejo. Al final, se hace enfasis en el estudio de la analiticidad de las 
funciones elementales y de la importancia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 


En el capitulo 2, se estudia uno de los teoremas mas importantes del area, 
el teorema de Cauchy y algunas de sus consecuencias. Para ello, se hace una 
revision del concepto de integral de contorno y sus propiedades. Se estudian 
varias Consecuencias importantes del teorema de Cauchy, como son la formula 
integral de Cauchy y el teorema del mddulo maximo, entre otras. También se 
hace mencion de la importancia de las funciones armonicas. 


En el capitulo 3, se hace un estudio del concepto de convergencia de sucesiones 
y de series de funciones analiticas, con la finalidad de estudiar las series de 
potencias y la representacion de una funcidn analitica en serie de Taylor. Al final, 
se estudia la representacién en serie de una funcidn que tiene singularidades en 
ciertos puntos, estas series son conocidas como series de Laurent. 


La idea de hacer un libro como éste surgid de las distintas veces que se ha 
impartido la materia a lo largo de varios anos, por lo que nos gustaria agradecer 
a los estudiantes que han tomado el curso de variable compleja durante este 
tiempo. También, deseamos expresar nuestro agradecimiento a la Facultad de 
Ciencias de la UAEM, por su apoyo a través del PIFI, para la elaboracidn de este 
material. 
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Capitulo 1 


Funciones Analiticas 


1.1. Introducci6n a los numeros complejos 


El objeto de estudio a lo largo de este libro son los numeros complejos, por lo 
que empezamos con la definicién formal de ellos. 


Definiciédn 1.1.1 E/ sistema de los nuimeros complejos, denotado por C, es el 
conjunto R? = {(x,y) | x,y € R} junto con las reglas usuales de la adicién de 
vectores y la multiplicacién escalar por un numero real, es decir, 








(©1, 41) + (©2, Yo) = (@1 + £2, y1 + Ye) 


a(a,y) = (ax, ay) 
y con la operacion de multiplicacién compleja, definida como 


(1, y1) - (@2, Y2) = (4122 — Yiye2, Liy2 + yix2). 


Es posible mostrar sin mucha dificultad, que con estas operaciones, el conjunto 
C satisface todas las propiedades para ser un campo algebraico. 

Al conjunto de los numeros reales IR, lo podemos ver como un subconjunto de 
los numeros complejos, bajo la identificacién x +> (x, 0). Si se define i = (0, 1), 
entonces se tiene que i? = —1, por lo que cualquier nimero complejo (2, 7) 
puede ser escrito de la siguiente forma 


(x,y) = (x, 0) + (0,4) = (#0) + (0,1) - (y,0) = a + ty. 














2 Funciones Analiticas 


Entonces, si escribimos z = «+ 7y, la parte real del numero complejo z, la cual 
se denota como Rez, es el numero x y la parte imaginaria de z, la cual se 
denota como Im z, es el numero y. 


Una de las primeras ventajas de usar nimeros complejos, es que se pueden calcular 
raices cuadradas de nimeros reales negativos, de hecho es posible calcular estas 
raices para cualquier numero complejo. 


Proposicién 1.1.2 Sea z € C, entonces existe un w € C tal que w? = z. 


De hecho, si z = a+ ib entonces w = +(a + i438), donde wp = 1 si b > 0, 
p=-l1sib<O0,y 


at Va? + b2 —at+ Va? + b? 
a= = yy pS a (1.1) 


A continuacion, presentamos ejercicios y problemas relacionados con las ope- 
raciones aritméticas elementales de los numeros complejos, donde se incluyen 
problemas de raices cuadradas complejas, asi como una caracterizacion de la 
multiplicaci6n compleja por medio de una transformacion lineal. 


1. Exprese los siguientes numeros complejos en la forma a + 2b. 


a) (2+3¢)(4+2). 





b) (8 + 6i)?. 
2 
c) (1+ 7) 
Solucion. 


a) O43) 42) = O4- 31) 4 B4 Poy So ie: 
b) (8+ 6i)? = (8-8—6-6) + (2-8-6)i = (64 — 36) + 961 = 28 + 964. 


c) (1+ By? = (HY? = = 








2. Encuentre las soluciones de las ecuaciones: 


a) (g+1)? =34 41. 
b) 24 -i=0. 
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Solucion. 


a) 


Sea w = z +1, entonces se debe resolver la ecuacién w? = 3 4+ 4%. 
Sustituyendo en la formula (1.1), se obtiene que sia =3 yb=4, 


a 3+ v3it4* _y pe Seas ar ony 


5 y 5 


por lo que w = z+ 1 = +(2+7), de donde z = +(2+72) —1. Por lo 
tanto, 2} = 1+7y z. = —3 —7 son las soluciones buscadas. 


4 


Sea w? = z4 = i. Sustituyendo en la formula (1.1), a=0 y b= 1, 


se obtiene que a = \/°O4) = Sy B= SH = Fz, de 
donde 


w=+(Z+iz) =4 (+9), 


Considere la ecuacién z? = $75 (1 + 7%). Otra vez sustituya en la 


e — + = 
formula (1.1), ahora con a = 75 Y b = Js, con lo cual se tienen las 
soluciones 


Del otro valor para w se obtienen dos soluciones mas, 


3. Encuentre las partes real e imaginaria de los siguientes numeros complejos, 
donde z = x + ty: 





z+1 
a) 

2z—-—5 
b) 2°. 


Solucion. 


a) Seaz=ax2+1y, 


Funciones Analiticas 


entonces se puede escribir 














eel. . dei. Gee) seay 
9=5  MAWaetbiy)—5 (Qe —5)+2iy 
. (@+1)+iy (22-5) —2y 
~ (Qe —5)+2iy (2x —5) — iy 


Luego, 
R 


Im 


(x + 1)(2x — 5) + 2y? 
(2a — 5)? + 4y? 
(2x — 5)y — 2y(a + 1) 
(2x —5)? + 4y? 





z+1 Qy? + 227 — 3x2 —5 
e OO —————————————————, 
22-5 Ay? + 4x? — 20x + 25’ 


(4) _ (20 —5)y — 2y(x + 1) 
2z—5 (Qa — 5)? + 4y? 





b) Como 2? = (x + iy)? = x? + i3x7y — 3xry? — iy’, entonces 


Re ( 


4. (Es cierto que Re(z - 


Solucién. Sea z = w 


Z) = 7° — 32y? e Im (z°) = 897y =: 


w) = Re(z)Re(w)? 


= 7. Entonces z-w = i? = —1 de donde Re(z- w) = 


—1 y Re(z)Re(w) = 0, por lo que la igualdad no es necesariamente cierta. 


5. Siaes un nimero rea 


| y z es un numero complejo, demuestre que Re(az) = 


aRe(z) y que Im(az) = a,lm(z). En general, muestre que Re: C > R 


es una transformacid 


n lineal real, es decir, que Re(az + bw) = aRe(z) + 








bRe(w) para a, b € 


Ry z,weEC. 





Solucién. Sea z = x4 





por otro lado a Re(z) 


-iy, entonces az = ax+aiy por lo que Re(az) = az, 
= az. Por lo tanto, Re(az) = aRe(z). 


Ahora, se tiene que mostrar que Re(z + w) = Re(z) + Re(w); sean z = 


xtiyyw=c+id 





, entonces z+ w = (+c) +i(y+d), por lo tanto 


Re(z + w) = x +c = Re(z) + Re(w). Por lo anterior, se puede concluir 


que 


Re(az + bw) = aRe(z) + bRe(w). 
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6. Demuestre que Re(zi) = —Im(z) y que Im(z7) = Re(z) para cualquier 
numero complejo z. 


Solucién. Sea z = x + iy, entonces Re(zi) = Re(xi — y) = —y = —Im(z) 
y para el otro caso, Im(zi) = Im(ai — y) = x = Re(z). 


7. a) Dado un nimero complejo z = x+y fijo, considere la transformacién 
lineal &, : R? + R? (es decir, de C — C) definida por ®,(w) = z-w 
(es decir, la multiplicacién por z). Muestre que la matriz de ®, en la 
base candnica (1,0), (0,1) de R?, esta dada por 


Co 


b) Demuestre que ®,,... = ®,, 0 ®,,. 











Solucioén. 


a) Sea z = 2 + 1ty, de la definicién de ®, se tiene que 


®,(1, 0) a (1, 0) = (x, y)(1, 0) 


(x +iy)(1+ 70) =x2+iy=(z,y), 


de donde ®,(1,0) = x(1,0) + y(0, 1). Por otro lado 


®,(0, 1) a (0, 1) = (x, y)(0, 1) 


(x + iy)(0+ 71) = -—y+ix = (-y,2), 


luego ©,(0, 1) = —y(1,0) + x(0,1). Por lo tanto la matriz de ®, es 
ty 
y ep 


b) Sean zy = 21 + iy, 22 = Lo + iyo yw = a+ ib, entonces zz. = 


Funciones Analiticas 


L1 XQ — Yiy2 + (Liye + yiX2). Luego 


Die). = Olaie pas aegsnas)) 

((a1%2 — yiy2) + i(xiy2 + yir2)) (a + 2b) 
= |(@1r2— yry2)a — (@1y2 + yr%2)b] 

+i [(@1%2 — yiya)b + (Liyo + Y12)a] 
= (X12 — yiyoa — 2yYy2b — yi xb) 

+i (@1%2b — yyyob + 2yYy2a + Yi 2a) 

= [x\(L2a — yob) — yi(xab + yra)] 

+% [x1 (xob + yoa) + yi(x2a — yob)| 

= (2, + tyz) [(xoa — yob) + i(aeb + yoa)| 
= 2 [(r2 + ty2)(a + ib)] = 2 (zo-w) 

= ~(W,,.(w)) = V0 W,,(w). 





Por lo tanto, ®,,... = ®,, 0 ®,,. 


8. Use unicamente los axiomas de campo, para dar una demostracion formal 
de las siguientes igualdades: 





ee eee 
2122 Z1 22 
Bl uk. Zi+z2 
b) Z a Zz ~«2122 
Solucién. 


1 1 


a) Se tiene que (2122)(z122)' = 1, multiplicando por z,;° en ambos 
lados se obtiene 2) '[(z122)(2122)71] = 2 '(1); asociando términos 
se tiene que (2) '21)22(2122)7! = zj°. 

Aplicando el inverso y el neutro multiplicativo, (1)z2(z122)7! = 2), 
y multiplicando por z3* en ambos lados, zy! z(z1z2)7! = 25‘ 2/'. 
Usando el inverso y el neutro multiplicativo, se tiene que (1)(z,22)~! = 
2/21"; por la conmutatividad en el lado derecho, (z122)7! = zp 125", 
por lo tanto, 
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b) Inicie con la igualdad z) + 22 = 21 + 22, multiplicando por 1 = 22 


9. Sea 





de lado derecho, se tiene que 21 + 22 = (21 + 22) (22): multi- 


Zz 


plicando por z,' de lado derecho se tiene que, (21 + 22)z>- = 
(z1 + 22) (22) ee 


2122 





Distribuyendo en el lado izquierdo y asociando en el lado derecho, 





= it a ee] 
ZZq + 20% = (1 + &) (4) Zo25. 





Tomando el inverso multiplicativo, 2,2! + 1 = (21 + 22) ( “1 ) Cle 


2122 


y por la conmutatividad en el lado derecho, 


1 
22 t+1=% (24 2) (=). 
1*2 


Multiplicando por z;' de ambos lados, se tiene que 


1 


eee +1)= Bee (z1 + 22) (=) ; 
21292 


y distribuyendo en el lado izquierdo, 


1 
Be tite be (YS a) ae ee) (=) . 


2122 
Nuevamente usando el inverso multiplicativo 


(y+ a4) = () (at) (=) | 


2122 


para obtener 


1 1 Zy + 2 
+ ——_. 
24 22 2122 





z—ty __ . 2 2 
eae a+b, muestre que a* + 6° = 1. 


Solucién. Observe que 





E-y  xL-ty 2-ty 
atiy atiy «—iy 
_ x? — y* — zy 
ee 


a+ 1b, 


10. 
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—2Qxy 
ge +y? 





a) 
por lo que a = rer yoeS . Por lo tanto, 


2 6 22 - (a7 a eye t Ag? y? _ at ete 227? +y wath 
(aA + yy? (eo + a? )? at ais Dera 4 y4 , 








Demuestre el teorema del binomio para numeros complejos, esto es, si z, 
w son nimeros complejos y n es un entero positivo, se cumple que 


(z+w)®=2"4+ MY day $ (PY erty? pg (™ w”, 
1 2 n 


donde (") = al 


Solucidn. Proceda por induccién sobre n. Para n = 1, se cumple 
1 
(gtw)=2t+ (Jet =zt+uw. 


Supongase que el resultado es cierto para n — 1, es decir 


—1 —1 
(z 4eap)\rt = yn ae (" 7 Jew aia ah (" iw" 
n —. 


Para demostrar el resultado para n, multiplique por z+ w en ambos lados 


de la igualdad 
fs (artes nt (2a o 
1 psd 


n—-1 ae n—2 ed n—-1 
= 2 2+ ZO we bese + wo 
1 n-1 


(z+w)” 
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Usando el hecho de que (") = (",') + (<1), se puede concluir que, 


(z+w)” =2"4+ "Verte + (7) rw? eee (we. 
1 2 n 


11. Muestre que para cualquier entero positivo k, se tiene que 


“Ak _— les jakrl = 


; j, tet? — jak 


=], 


Muestre como este resultado proporciona una formula para 2”, para todo 
entero positivo n, si escribimos n = 4k + 7,0<7 <3. 


Solucién. Primero, i** = (i7)?* = (—1)?* = 1* = 1, a continuacién 
gak+l — 74k.j — 1-4 =i; en el siguiente caso, i**+? = 74*-4? = 1--1 = —1, 
y finalmente i**+? = i4*. 73 = 1.—i = —i. En general, se tiene que 


in = (aks = Gtk i) = 1-H =i, para j € {0, 1,2, 3}. 


12. Simplifique las siguientes expresiones: 


a) (1-1). 








b) 8 = (8) (GR) = 3 =e 
¢) Sea = V1+ Vi, de donde z? = 1+ Vii, es decir, z? —1 = Vi por 
lo que (z” — 1)? = i. Si se hace fz = 2”, se tiene que (wu — 1)? =i, 
y si vy = 1 — 1, se tiene la ecuacién v? = i, la cual tiene soluciones 


= a tiggy y= —- Wy ig. 








Por lo que, 1 = ie + iz Y jig = ae = iG son soluciones de 


la ecuacién v = pw — 1. 


10 
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Si z? = p11, entonces 


eA N22 ys -1-V24+V7/4+2V2 
1. ——".mOmooom»EmON 
24 


ie a 


2 


B10 


Ahora, si 2? = lz entonces 


ae V-l+V24+V4-2v2 \/1-v24+V4-2V2 
21 rr 


Nw 
loo 


Sea z = V1 +i, 2? =1+%, luegoa=1, b=1 en la formula (1.1), 


entonces 
1+ v2 pase 
p= ee ae 


Sea z = \/\V/-2, elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad, 


se obtiene z? = \/—1 por lo que z* = —i; después haciendo pp = 2, 


pl” = —i y tomando a = 0, b = —1 en la férmula (1.1), se concluye 
que jl; = ants y [lg = 35 + igs: 
Recordando que ps = 2”, si 27 = ju, se tiene que 


paa( /Ltv?_,fotv? 
7 3/2 J fn 


Ahora, si z? = jz entonces 


_ j-l+v2_, jl+v2 
2S ope 2/5 , 














13. Demuestre que las siguientes reglas determinan en forma unica la multipli- 
cacién compleja en C = R?. 


a) 
b) 














(z1 + 22)w = zw + zw 


£122 = 2244 
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c) i-i=-l 
d) z1(2923) = (2122) Zs 


e) Si 21 y z2 son reales, z; - 22 es el producto usual de numeros reales. 





Solucioén. Sea z1 =a ER, 2 =ib€ Cyw=-2+ iy € C, entonces 
(a + ib)(a + ty) es igual a 









































a(x + iy) + ib(x + iy) aplicando a) 
= («£+iyjat (a+ iy)ib aplicando b) 
= «a+ (iy)a+2x(ib) + (iy)(ib) — aplicando a) 
= ax+a(iy) + x(ib) + (ibjiy aplicando b) 
= ax+i(ay) +i(xb) +i((ib)y) — aplicando d) 
= ax+i(ay)+i(bx) +i(y(ib)) — aplicando b) 
= ax+i(ay)+i(bx) +i(i(yb)) — aplicando b) 
= ax+i(ay) +i(bx) +i(i(by)) — aplicando b) 
= ax-+i(ay) +i(bx) + (ii)(by) — aplicando d) 
= ax-+i(ay) +i(bx) + (—1)(by)  aplicando c) 
= ax — (by) +i(ay) + i(bz) 
= (ax — by) + i(ay + bz) aplicando a) 


en donde varias veces se uso la regla e). Por lo tanto, las reglas anteriores 
determinan de manera Unica la multiplicacién compleja. 


1.2. Propiedades de los numeros complejos 


Para trabajar con los nimeros complejos, necesitamos los siguientes tres con- 
ceptos: el conjugado complejo de z = x + iy, denotado por Z, es el numero 
complejo x —iy; el médulo o la norma de z, denotado por |z], es el nimero real 
\/x? + y?, el cual mide la distancia del origen al punto (x,y) que representa a 
z. Finalmente, el argumento de z es el Angulo formado entre el eje real positivo 
y la recta que une 0 con z, medido en el sentido contrario a las manecillas del 
reloj. El argumento de z se denota por arg z y generalmente se le asigna un valor 
entre 0 y 27. 

Una relaciédn importante entre la norma de un complejo z y su conjugado es 
el hecho de que zz = |z|?. Para ver esto note que si z = x + iy entonces 
ze = (a +iy)(a—ty) =a? +y? = |Z). 
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eje Y 


2st -y 


eje X 





Existe otra manera de escribir un numero complejo z, la cual se conoce como la 
forma polar del complejo z. Llamemos r a la norma de z, r = |z|, y 0 = arg z, 
entonces z = r(cos @ + isen @). 

La multiplicaci6n compleja, usando la representacioén en coordenadas polares, nos 
conduce a una formula que nos permite encontrar las raices n-ésimas de cualquier 
complejo. 

Si z = r(cos@ + isen@), entonces se tiene la formula de De Moivre, donde 
para cualquier entero n, 


(cos 0 + isen 0)” = cosn@ +isenné. 


Sea w un numero complejo, usando la formula de De Moivre podemos resolver 
la ecuacién z” = w. Supongamos que w = r(cos@ + isen@), entonces se tiene 
que las soluciones de la ecuacién estan dadas por 


6 2xrk 0” Dak 
k= GF (co (c+ =) +7 sen (+ mt) . (1.2) 
n n n 


n 


Cada uno de los valores de k = 0,1,...,— 1 da un valor diferente de z. 


A continuacion, presentamos problemas acerca de las propiedades de los numeros 
complejos, como la norma, la conjugacion y el argumento. También se presentan 
problemas relacionados con las raices n-ésimas y con funciones trigonométricas. 


1. Resuelva las siguientes ecuaciones: 
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a) 2®+8=0. 
pe S40, 
Solucion. 
a) Para 2° = —8, se tiene quen = 6, r = 8y 6 = 7 en la férmula (1.2), 
es decir, 


6 wT... 2K : 27k 
a= 8 (cos (74+ FE) + isen (+ F )) 


para k = 0,1,...,5. Entonces 








zo = V2 (cos(Z) + isen(Z)) = V2 (4 + i) = v6 + ig 

a V2 (cos(Z) + isen() ) = i/2 

zq = V2 (cos(*) + isen(®)) = V2 (-¥ + it) = —¥8 442 

nS V2 (cos() +isen(4)) = v2 ( v3 it) =-¥% —i2 

z4 = V2 (cos(%2) + isen(#2)) = —i/2 

25 = V2 (cos(*) + isen(#*)) = V2 (4 — i$) = v6 ~i 
b) Para z = 4, se tiene que n = 3, r = 4, 6 =0, entonces 


— 
OQ 
O 
nN 
“— 
So 
eS 
+ 
>. 
n 
“ @ 
Dp 
“— 
So 
eS 
No WH 
l 
wo 
oe 


nes 





: ; , (8 — 2i)"° 
2. {Cual es el conjugado complejo de ————~? 
(4 + 67) 


(8—21)1° 


Solucién. Sea z = Te 





, entonces 


Zi 


é — a _ (8— 24)" _ (8+2%)" 
(4 + 67)° (446i).  (4-64)8 


3. Exprese cos6x y sen 6x en términos de cos x y sen x. 
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Solucion. Utilizando la formula de De Moivre para r = 1 y n = 6 se obtiene 
la identidad 
(cosx + isenx)° = cos 6x + isen 62. 


Cuando se expande el lado izquierdo, utilizando el teorema del binomio, se 
obtiene que 


cos® x + 6i cos’ x sen x — 15 cos* x sen? x — 20% cos? x sen® x 


+15cos? xsen4 x + 6i cos x sen’ x — sen® x. 


Al igualar las partes reales e imaginarias se llega a que 


cos 6a = cos® x — 15 cos* x sen? x + 15 cos? xsen* x — sen® x 


sen 62 = 6cos’ x sen x — 20 cos? x sen? x + 6 cosx sen? x. 


. Encuentre el valor absoluto de Cia 
(8 + 67)? 
Solucion. Aplicando las propiedades de la norma de los nimeros complejos, 
se tiene que 
(2-3)7|_ |2-3)? — (\2-syl\?_ (VB) _ 13 
era ~ (84 6)P (iaxent) ~ \ Vion} ~ 100 





. Sea w una raiz n-ésima de la unidad, con w 4 1. Demuestre que 


l+wtw?t---+w™?=0. 


Solucion. Sea S = 1+w+w?+---+w"!, multiplicando por w en ambos 
lados de la igualdad se obtiene 


wtw*+---+w™!4+w" = Su, 





y restandoal+w+w?+---+w"! la igualdad anterior, se obtiene 


1—w" = S — Sw, por lo tanto $ = —“ = 0. 
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6. Sea w una raiz n—ésima de la unidad, con w # 1. Evalue 


12 Ow 4 Su? reo ae, 


Solucién. Sea S =1+2w+3w?+---+nw"!, multiplicando por w, se 


obtiene 
Sw = w+ 2w? + 3w? +--+ nw”. 
Entonces, 
S—Sw=1l+w+w?+w'+---+u™! = nw" = —nu", 


ya que por el problema anterior (5), 1 + w+w?+w?+---+w"™1=0. 
Por lo tanto, S = =“, de donde 1 + 2w + 3w?+---+nw™ 1} = =. 


w 1l—w 





7. Demuestre que las raices de un polinomio con coeficientes reales ocurren 
en parejas conjugadas. 
Solucion. Sea P(z) = anz” + Qn_12™-1 + +++ +4121 + ag = 0, donde an, 
Gn—1, ---, @1, Ag € R. Sea a € C una raiz de P, entonces 














Go Haya om eae? aig 0: 
Tomando el conjugado de la ecuacidon anterior, se obtiene 
An + A, 1+---+ aja! + ay = 0, 


y aplicando propiedades de la conjugacién se tiene que 





Gna” + An_1a" 1 +---+aja! +a =0 


Gna” + a,_10"-1+---+a,a! 

















ao = 0 
aga” Pasa" Eos baa +ag = 0. 


Se concluye que si a € C es una raiz del polinomio P, entonces también 
@ es una raiz del polinomio P. 


8. Si a,b € C, muestre la identidad del paralelogramo 


Ja — b)? + Ja +b]? = 2(\a/? + [8)’). 
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Solucién. Observe que 





la — 0)? +|a +0)? 


(a — b) (a—6) (a+ b)(a +d) 
(a — b)(@—b) + (a+ b)(@ ) 
la? — ab — ba + |b]? + Jal? + ab + ba + |bI?. 


Por lo tanto, ja — b|? + Ja + b|? = 2(lal? + |b”). 


Se 














ao! 








9. Interprete geométricamente la identidad del ejercicio anterior. 


Solucién. Note que a — b y a+ son los vectores que forman las diago- 
nales de un paralelogramo generado por los vectores a y b, ver figura 1.1. 
Luego, la identidad del paralelogramo se puede interpretar asi: la suma de 
los cuadrados de las longitudes de las diagonales de un paralelogramo es 
igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los cuatro lados del 
paralelogramo. 











Figura 1.1: Identidad del paralelogramo. 


10. Suponga que |z| = 1 o |w| = 1 y que zw ¥ 1. Demuestre que 





1 — Zw 
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Solucién. Se tienen dos casos: 
Si |z| = 1, entonces zz = |z|? = 1. Luego, 






























































zZ-w z—-wi{tl zZ-w Z—-w 1 
1-— zw 1 = 20 12 z—2Zw z-—w ; 
Si |w| = 1, se tiene que ww = |w|? = 1,w = S. Entonces 
zZ-w z—-wiil zZ-—w zZ-w zZ-w 1 
1 — Zw 1—zw||w||wo—wzw||o—2Z zZ—w : 








11. Siz =a +i%y, muestre que || + |y| < V2|z|. 
Solucién. Como z = x + iy, entonces |z| = ,/x? + y?. Por otra parte, se 





tiene que 
0 < (\a|-|yl)? 
0 < 2’ —2le|ly|+y? 
ely ae eye 
ao? +2lc\lylt+y? < 2(2?+y") 
(jz]+|yl)? < 2 (a? +47) 
[el slg) Sf? Ey?) 


Por lo tanto, |a| + |y| < V2\z|. 


12. Muestre lo siguiente: 
a) arg Z = —arg z(mod 27). 
b) arg = = arg z — arg w (mod 27). 
c) |z| =Osiy sdlosi z=0. 
Solucion. 


a) Sea z= 2+ Uy, entonces Z= 2 —iyy 


pie etd SN ice speed g. 
arg Z7 = tan ( ) tan (2) (mod 2m), 


x 


por lo tanto arg 7 = —arg z(mod 27). 
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b) Recuerde que 


arg (2122) = arg 21 + arg z2(mod 27), 


y que z t= GE? por lo que usando la observacion y el inciso anterior, 


se tiene que 


arg oe arg | z- ae = arg z — arg a2 (mod 27). 
w [ew] Jw] 


z 


Como arg w = arg oe entonces arg = = arg z — arg w(mod 2r). 


c) Sea z = x+y tal que \/xz? + y? = 0, luego x = 0 y y = 0, por lo 
tanto z = 0. 


Reciprocamente, si z = 0, entonces x = 0 y y = O, por lo tanto 


2-0: 
i 4 z ong 
Usando la formula z~~ = ee muestre como construir geométricamente 
z 
oe 
Solucién. Sea z = x + iy, siguiendo la formula z~! = ae para calcular 


z tiene que reflejar z con respecto al eje x y entonces 2! = mee —y), 


ver figura 1.2. La formula lo Unico que hace es reducir o alargar el vector 
(x, —y) dependiendo de la magnitud de ae ER. 


Muestre la identidad de Lagrange 


n 


y Zh Wk 


k=1 


2 n n 
: (Sola?) (3m) Sere 
k=1 k=1 


k<j 








Deduzca la desigualdad de Cauchy-Schwarz a partir de su demostra- 
cidn. 


Solucién. Utilice la identidad |z|? = zz. Sea S igual al lado derecho de 
la identidad. Entonces, desarrollando el lado derecho de la igualdad, se 
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Fr [22 <1 





Figura 1.2: Construccién de 271. 


obtiene 
S = (2121 + 2929 seep ee) (wy wy + WoW free WnWn) 
_ S- (zpW; — 2; Wr) (Zpw; — Z; Wk) 
1<k<j<n 


= (2121 + 2929 afte re (wy wy + WoW speee op WnWn) 


— ) ZpZRW iW; a ) 25 ZjWEWE 


1<k<j<n 1<k<jcn 
_ ) ZE2zjWRW; + ) 25 ZW 5 We. 
1<k<j<n 1<k<j<n 


Observe que 


n 


Ss" ad; + S- ad, = ye ayb;. 


1<k<j<n 1<k<j<n k j=l KAJ 
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Entonces, se tiene que 


n n 


S = ; ZEZRWiW 7 — ) ZeZRW5iWy + ) ZEZzjWRW; 


ee 


k,j=1, 
n 


-> 


kj=l 


bik kAj bit kAj 


ZpZRWwjw; + 5 ZpZjWRW; = y pz jWRw; 


k,j=1,kAj k,j=1 
n 
(zewr) (25203) = D> (znwe) (BUF) 
bgj=l 


= (zyW, + ZgWo + +++ + 2nWn) (Frwy + ZQWe +--+ + RWh) 


lo cual completa 


(om) (Ee")- 


7 2 


y Zk Wk 


k=1 


’ 








la prueba. 


La desigualdad de Cauchy-Schwarz esta dada por 





n 
y Zh Wk 
k=1 














Si z € C, entonces |z|? € R y |z|? > 0, por lo que 


Asi, se tiene que 











S- |znW,; — z,tDp|” > 0. 


k<j 


7) Em") 


lA 


15. Calcule la minima cota superior (esto es, el supremo) del subconjunto de 


numeros reales 


A= {Re(iz? +1) | |z| < 2}. 


1.2 Propiedades de los nimeros complejos 21 


16. 


Solucién. Sea z = x + iy, entonces 2? = (x? — 3xy”) + i(327y — y?), 
asi que Re(iz? + 1) = y? — 3a7y + 1 y ademas \/x? + y? < 2. Siy =0, 
entonces Re(z?i +1) = 1, pero si x = 0, se tiene que Re(iz? +1) = y? +1 
y como —2 < y < 2, entonces Re(iz? + 1) esta acotada por y? +1 < 9. 
Por lo tanto, sup A = 9. 


Muestre la identidad trigonométrica de Lagrange: 


1 + 3) 
1 + cos(@) + cos(20) +--+ + cos(n@) = 5 a ries 
en 3 


donde sen ) BM 


Solucion. Sea S' = 1+ cos(@) + cos(20) +---+ cos(n@), multiplicando por 


0 


sen (£) en ambos lados de la igualdad se obtiene 


sn (5) Sateen (5) 7 (5) sose) ess Eeen (5) cesta: 


Utilizando la identidad trigonométrica 


sen(6) cos(3) = ; [sen(@ — 8) + sen(@ + B)], 


se puede reescribir lo anterior como 
en Gi a é jot =e of of oe 
S 5 = sen| 5 5 (se2 | > sen | > 
me ee BIN de 
5 (sen | > sen | > 
1 1 1 
a (on ((a-n)#) +e0((G+") ¢)) 


de donde 


Por lo tanto, 


22 


17. 


18. 


Funciones Analiticas 


Suponga que los numeros complejos z1, z2, z3 satisfacen la ecuacién 


£2 — 21 21 — %3 


23 — 21 22 — 23 


Muestre que |z2 — 21| = |z3 — 21| = |z2 — 2s]. 
Solucion. Es facil ver que la condicién 24+ = 43 es equivalente a 
23-21 22-23 


22 4 2d + 28 = 229 + 2923 + 2321. 


La ultima igualdad es equivalente a que el determinante siguiente es cero 


dT. id). “2h 
ZY 22 £3), 0. 
2Q 23 Ry 


El hecho de que el determinante sea cero, implica que el tridngulo con 
vértices en 21, 22, 23 es semejante al tridngulo con vértices en Z2, 23, z;. Por 
lo tanto el tridngulo debe ser equildtero, ver [2]. 


Muestre la identidad 


sen (#) sen (72) sen (“= 9") = 


Solucion. Considere la ecuacién z” — 1 = 0 y sus n soluciones 





Ag : 2(n—1)7r 


jam jaw 
Deg Be ced ge om 


Se puede escribir 


Z-jt= (z—- 1) (2 - ef) (z- ef) oat. (ze), 


y dividiendo la ecuacién entre z — 1 se obtiene 


zy —) 20 An .2(n—1)7 
——— = (z-e%) (ze). (2-e n 3 
z—1l1 


Ahora, utilice el hecho de que 








zl 


—— =14+ 2427 4+---+2"7, 
gL 
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entonces 





Lt z+2t-42%1 = (2-08)... (ze! n i 


si z = 1, se tiene que 


-Qr Age .2(n—1)r 
= (1- ef) (1-efF)...(1-e! n ts 


El conjugado de la ecuacidn anterior es 


-Qr -Ar .2(n—1)7 
n= (1 — ett) (1 = ett) vee (1 — | : 


Multiplique las dos ecuaciones anteriores y use la identidad 


7 2ka i 2kn Qkr 
(1 - e**) (1 - e*) = 2 - 2008 — }, 
n 





para obtener 


eo (t-o(2)) (+m (224) 


Finalmente, sustituyendo la siguiente identidad en la ecuacidn anterior, 


2k k 
1 — cos (=) = 2sen” (=) ‘ 
n n 
se obtiene 


n n n 


que es equivalente a 


n= 2"? sen (=) sen (=) een (“—*) 


Por lo tanto, 
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Segunda solucion. Considere el polinomio p(z) = (1 — z)" — 1, el cual 
puede ser escrito como w” — 1, donde w = 1 — g Las rales dew” = 1 
son las raices n-ésimas de la unidad, w, = cos oe isen 22, para k = 
0,1,...,2— 1. Entonces las raices de p(z) son Bee = 1— wy. 


Analizando el polinomio p(z), observe que puede escribirse como p(z) = 
z(—n + q(z)) donde q(z) es un polinomio de grado n — 1. Entonces si se 
hace, p(z) = 0, se tiene que las raices deben cumplir, por las formulas de 


Vieta, que (—1)"n = [2 z;, por lo que n = [Jy lal. 


Calcule ahora |z;|. 


2 2 
2 
lzi) = |l—w, |= (1 ~ cos (= “)) + (sen (7) ) 
n 
2 20k Dk 
1 — 2cos : : + cos? = + sen? 
n 
\[2 20s = 4/48 sen? ( = 2sen ( ‘ 


donde se utilizé que cos? x+sen?x = 1 y 1—cos(2x) = 2sen? x. De donde 
se obtiene la identidad pedida. 


La correspondencia del numero complejo z = a+ ib con la matriz 


a —b 
oe 


da otra manera de representar a los numeros complejos. Demuestre que: 
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g) zesrealsiy sdlosi UV, = (W,)’. 


h) |z| =1 si y sdlo si W, es una matriz ortogonal. 


Solucién. Sean z =a+ibyw=c+id. 





a) Como zw = (ac — bd) + i(ad + cb), se tiene que 


Te ac—db —ad— cb 
*~ \ ad+cb ac—db 


a —b c —d ac—db —ad—cb 
a a ie C aly ac — db i 


Por lo tanto, U,,, = U,W,,. 


U _ Ge Se = 0 oft." =6 4(¢ —d 
rw  \d+b ate }/ \b a dy <¢ 


= W,4+V,. 


b) 





c) Seaz=1+40 


donde a = 1,b=0. 


e) Como Z=a—ib 


w=(%, al 2) =cut 


f) Tenemos que z~' = 2,5 — icp, luego 


= 
ety os a —b «uJ a Db 
= (5 0) saelSs a) 


a b 
as a“+b a*+b 2 
- (2e AE )om, 


a2+b2 — a#+b2 
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R entonces z = a +20, por lo que 
_fa 0 ¢ fa 0 
w= (4 ) y wy= (4 ae 


por lo tanto WV, = (W,)'. 


Reciprocamente, si V, = (W,)' donde z = a + ib, entonces 


(he) (42) 


Dos matrices son iguales si sus entradas respectivas son iguales 














a=a —b=b 
b= —). a= a: 
Para que b = —b entonces b = 0, por lo tanto z € R. 
Si |z| = 1, muestre que (W,)~! = (W,)*, 
t 
Ee. a —b a b 
@=(F | y-(4, ae 


Por otro lado 


(W.)" 





— ol a bd 
a+b \ -b a 


1 a. 30 
det(W,) \ —b a 


ab 
—b a’ 
“1 = (W,)', lo cual es equivalente a que WV, sea 
Reciprocamente, si (W,)~! = (W,)*, entonces 


1 ab ab 
a2+b2 \ —b a —b a }’ 
por lo que “> = a, de donde a? + b? = 1. Entonces Va? + b? = 1, 
luego |z| = 1. 


por lo tanto (W,) 
ortogonal. 
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1.3. Algunas funciones elementales 


Por funciones elementales complejas nos referimos a la funcién exponencial, a 
las funciones trigonométricas y a la funcidn logaritmo, las cuales seran definidas 
a continuacion. 


Definici6n 1.3.1 Si z = x+y, entonces se define e* como e*(cos y +isen y). 
Esta funcidn se conoce como la funcidn exponencial compleja. 


Una vez definida la funciédn exponencial, es posible definir las funciones trigo- 
nométricas complejas. 


Definicié6n 1.3.2 Para cualquier numero complejo z, se definen 


UZ e ec” si ew 
sen 2 = ————— __y cosz = ———— 
24 2 

Definir la funcién logaritmo es un poco mas complicado, pues su dominio de 
definicidn no es todo el plano complejo C y su rango es una banda de longitud 


27. 


Definici6n 1.3.3 La funcidén log : C\{0} — C, con rango yo < Im logz < 
yo + 27, esta definida como 


log z = log |z| + targ z, 


donde arg z toma valores en el intervalo |yo, yo + 27) y log|z| es el logaritmo 
usual del numero real positivo |z]. 


La eleccién del intervalo [yo, yo + 27), es llamada la eleccién de una rama de 
logaritmo. Notemos que podemos elegir cualquier intervalo de longitud 27. 


Una vez que se ha definido la funcién log, es posible definir a? para cualesquiera 
a,b € C, donde a £0. 


Definicién 1.3.4 Dados a,b € C cona¥ 0, se define a’ = e'°8*, donde se ha 
elegido una rama de log. 


Un caso particular importante de la definicién anterior es cuando b = 2, para 
neN. 
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Definicién 1.3.5 La funcidn raiz n-ésima se define como 
- i log z 
Vz —— Zn —— e n 
log z 


para una eleccion especifica de una rama de log; con esta eleccién, </z =e 7 
es llamada una rama de la funcion raiz n-ésima. 





A continuacion presentamos varios problemas acerca de las funciones elementales 
definidas en los numeros complejos, asi como la geometria de algunas funciones 
simples. 


1. Exprese en la forma a + 2b: 
acest 


b) cos(2 + 3%). 
Solucion. 


a) Siz = x+y, entonces como e* = e*(cosy +iseny), se tiene que 
e>~? = e3(cos(—1) + isen(—1)) = e3(cos 1 — isen 1). 


b) Por la defincién de la funciédn coseno tenemos que cos z = —+e—, 


por lo que 
i(243i) 4 --i(2438) 921-3 1 92848 
e are e = € 
cos(2 + 3%) 5 5 
_ e 3(cos2 + isen 2) + e9(cos(—2) + isen(—2)) 
a 
e~3 cos2 + e? cos(—2) | .e~? sen 2 + e? sen (—2) 
= u 
2 2 
_ (e 3 +e*)cos2 fe — e~*) sen 2 
— 2 2 
= cosh3cos2+isenh3sen 2. 
2. Resuelva 
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Solucion. 


ec —e7 e’%—e— 


a) Por definicién, sen z = —>$—, entonces —S5 
cando por 47 en ambos de la igualdad se tiene 








3 ; . . 
= 7+ 7, multipli- 


0 = 96> Sa ay 


Sean w = —1+ 32 y t = ec, por lo que 2t — 2t-! = w, asi que 
2t? — wt — 2 = 0, y usando la férmula general se obtiene que 


wt,/(—w)? : 
i ee Ahora, es necesario calcular \/(—w)? + 16 = r, 


entonces 


r= \/(-1+3i)’ +16 = V/(—-8 — 61) + 16 = V8 — 6i. 


Para calcular la ultima raiz, se tiene que a = 8 y b = —6 en la formula 
(1.1), luego 


= BME EGO gigs pba SF (HOt. 5 
2 2 





’ 





cr 


dado que b < 0 se tiene que r = +(3 — 7). Por lo tanto ¢ = 4" = 





(—1+37)+(3-i) 7 — 242i _ 1 a ae, 
a luego las dos raices son tf} = =" = 5+ 5 yte = 
eres Sig 

= 





Para t; = + + 4, se desea resolver c’* = t; = + + 4, luego 
| : a : +ila beet +2 
oO = = 1 r _ co TN 
Pals D SoD 
1 
log (5) ari (= ap 2m). 


Haciendo uso de las propiedades de la funcidn logaritmo real, se 
concluye que iz = —4log(2) + i(4+2mn). Por lo tanto 3 = 
—4 + 27n + § log(2). 

Ahora se considera t2 = —1+i, entonces iz = log(/2)+i (2% + 27). 


Por lo tanto 22 = —2242nn+4 log2, luego z1 = —£420n+4log2 


¥ 25> —2 + 27n + 5 log 2, son las soluciones buscadas. 


UZ 
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e'%—e— 1% 


=-— = 4, entonces e” — e~” = 8. Sea t = e”, 


<: fa 
entonces ¢t?—8it—1 = 0, calculando t se tiene que t = ENA SUNS C ae 


Sey = dit J—15 =i (44 V'15). 
Por lo que log t = iz, entonces iz = log |t|+7(arg(t)+27n) = log(4+ 
V15) +i (% + 2nn). Por lo tanto z = — (4 + 2nn) +ilog(4+v'15). 


b) Como sen z = 








3. Encuentre todos los valores de 


a) log (i). 
b) log (1 +7). 
Solucion. 
a) log (—i) = log |1| + iarg(—i) + i2an = i (2 + 2mm), para n € Z. 
b) log(1 +4) = log|W2| + iarg(é) + i2mn = log V2 +i (3 + 2nn) para 
n€ Z. 


4. Encuentre todos los valores de 
a) (-1)'. 
b) a 
Solucion. 


a) (—1)' = e?log(—1) = er(log |1|+ir+2inn) = eo ram para n € ZZ. 


b) 9¢ — ce? log (2) — ei(log|2|+i2mn) e7 2mntt log |2| para n € Z. 


5. Denotese por 4/-, la raiz cuadrada particular definida por 
— 1 0 he ol 
Vr(cos@ + isin 0) = r2 |cos 5 + isin a) ie O05 Or 


z 1 — & 
La otra raiz es r2 [cos (44) + isin (“4*)]. {Para qué valores de z se 
cumple la ecuaci6én Vz? = z? 


Solucion. Se tiene que si z = r(cos@ +isen@), entonces 


6 0 
Jz=r2 (cos 5 +isen 5) para 0 <6 < 2r. 
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Luego, si z? = r?(cos 20 + isen 26), se tiene que Vz? = r(cos@ + isen@) 
si 0 < 20 < 27, es decir, 0 < 0 < m. Por lo tanto, las z que satisfacen la 
propiedad pedida son las que estan en el semi-plano superior, incluyendo 
los reales positivos. 


6. Muestre que 





1 1+ 2 \? 
z = tan |-— log - 
a 











1— 2 
Solucion. 
aie 
1 =) sen |} log (H#2!)?| 
tan = log : = rn ner 2 
oN cos |} Jog (2)? | 
ot loe( HH)? ad joe ( 2424) 2 
a 27 
— 1 














ell ;\4 
a i} log (748)? 
(<ibestt) ‘ ett 8") 


ploe( L824)? a log( 2424) 2 


7 
(cr(#38)" ~ eral 8)" ) 
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Re 
SS. 
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7. Examine el comportamiento de e*t’Y cuando x > too y cuando y —> oo. 


Solucidn. Se tiene que e**Y = e*e"Y, luego cuando x —> too, el término e” 
permanece constante, entonces e**’”” —> oo cuando x > oo y e** + 0 
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cuando x —> —oo. Ahora, si y —> too, e” permanece constante, entonces 
e**Y pertenece a la circunferencia de radio e* cuando y — -koo, pero no 
existe el limite. 


Solucion. 


a) 


. Defina las funciones senh y cosh en todo C por senh z = = y cosh z = 


e* +e? : 
—5—. Muestre que: 


2 2 
cosh* z — senh* z = 1. 





21 + 22) = cosh z; cosh zz + senh 2; senh Zp. 


+ iy) = senhz cos y +icoshz sen y. 





+ iy) = cosh x cosy +isenh x sen y. 


cosh? z —senh?z = ef te*\" — ae 
7 2 9 


b) Sea A = senh (z; + zg), entonces 





ezite2 _ p—(zitz2) Jert22 _ 9e— (+22) 
2 2:2 

emt _ e-21t22 4 1-22 _ e7 (41+22) 

pe ++ 
4 

evite2 4 e-zite2 _ p22 _ e7 (41+22) 
4 

ezite2 _ pote 4 e272 e7 (1 +22) 

a + 
4 

ezite2 4 enzite2 _ 1-72 _ e7 (41+22) 
4 


et—e 7 ee? +e” e ette A e? —e ” 
2 2 2 2 


senh z; cosh z. + cosh z, senh 2». 
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c) Sea B = cosh(z1 + Z2), entonces 





























S ezite2 4 e7 (21 +22) JQertz2 die Qe (41 +22) 
2 2-2 
e71t2 4 pW tite2 4 e122 4 e7 (+22) 
FS i _ 
4 
ezitz2 _ eo z1t22 _ 971-72 e7 (41 +22) 
4 
e7it2 4 pe tite2 4 e122 4 e7 (+22) 
Ss i _ 
4 
ezitz2 _ eo z1t22 _ 941-72 e7 (41 +22) 
4 


_ e71 fe e 71 e*2 + e 72 2 e*1 ss e 71 ec”? las e 72 
a 2 3 D D 


= cosh z; cosh z + senh z; senh Zs. 


d) Usando la parte b), se tiene que senh(z + iy) = senhacoshiy + 
cosh x senh zy y utilizando que coshzy = cosy y senhiy = iseny se 
puede concluir que senh(x + iy) = senh xcosy +icoshz sen y. 


e) Usando la parte c), se tiene que cosh(x + iy) = cosh xcoshiy + 
senh x senh iy, entonces cosh(x + iy) = coshz cosy + isen x sen y. 


9. Si bes un numero real y a es un nimero complejo, muestre que |a?| = |a]’. 

Solucidén. Recuerde que si z = x+y, entonces |e*| = |e? t*¥| = e® = eRe?, 
Por definicién, a? = e?!°8( | entonces 

by) blog(a)| __ | ,b(log |a|+i(arg(a)+27n)) 

Ja?) = fe? | = Je | 


ce? los lal = Jal°. 


10. a) Para nimeros complejos a, b, c, muestre que a’a° = a®t°, usando 
una rama fija del logaritmo. 


b) Demuestre que (ab)° = a°b°, si escogemos ramas de log tales que 
log(ab) = loga + log b. 


Solucion. 
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a) Fije una rama de logaritmo, entonces 


ava’ — 


e? log(a) ec log(a) 


pb(log |al-+iarg(a)) -c(log |a|-+éarg(a)) 





ed(log |a|+zarg(a))+c(log |a|+iarg(a)) 


et 


+e) (log |a|+éarg(a)) 





elo 


a 


tc) loga 


b+c 


b) Por definicién (ab)° = e°!°8(%), luego en la rama donde log(ab) = 
loga + logb, se tiene que (ab)° = e(osatiesh) — eclosatclogh — 
er leeaeclos & —g°h°.. Por lo tanto, (ab)? Sao". 


11. a) {Cual es la imagen, bajo la funcién z — z?, del primer cuadrante? 


b) Discuta la geometria de z > \/z. 


Solucion. 


a) Sea z = re’, donde r € 
a= (rei?)” = re", donde r? € R* y 6 € [0, 2]. Por lo tanto la 
funcion transforma el primer cuadrante a los tres primeros cuadrantes. 

b) Sea z = re’, donde r € R* y0 < 6 < zr, entonces W/z = (rei#)3 = 
r3es, luegor3 ER+y Ae [0, £]. Por lo tanto la funcién reduce el 
Angulo a un tercio del original y expande o reduce la norma. 


























RT y el dngulo @ € [0,7/2], entonces 


12. j{Cudal es la imagen de lineas horizontales y verticales bajo z — cos z? 


Solucion. Se tiene que 


COS Z 


cos(x + iy) = cos(x) cos(ty) — sen(2) sen(zy) 


cos(x) cosh(y) — sen(a)i senh(y) 


= cos(x) cosh(y) — isen(2) senh(y). 


Suponga que y = Yo es constante, entonces si cosz = u + iv donde 
u = cos(x) cosh(y) y v = —sen(x) senh(y) se tiene que 


2 


U 


cosh” (yo) 


v2 


——___ =1, 
senh* (yo) 
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13. 


ya que sen?(x)+cos?(x) = 1, y por lo tanto las coordenadas u, v satisfacen 
la ecuacion de una elipse. 


Similarmente, si 2 = 29 es constante, de la ecuacién cosh?(y) —senh?(y) = 


1 se obtiene 3 
Uu v2 


= 
cos*(%o)  sen?(2o) 


la cual es una hipérbola. 


a) Demuestre que bajo la funcién z — 2?, Iineas paralelas al eje real son 
transformadas en pardabolas. 


b) Demuestre que bajo (una rama) z — ,/, lineas paralelas al eje real 
son transformadas en hipérbolas. 


Solucion. 


a) Sea z = x +Zy, entonces z* = (x? — y”) + i2ry, como se quiere 
transformar las lineas paralelas el eje real, sea y = Yo fijo donde 
yo € R. Ahora, si z? = u(x, yo) + iv(x, yo) entonces u(x, yo) = 
x? — ye y v(x, yo) = 2ryo, asf que xz? = u(x, yo) + ye y elevando 
u(x, yo) al cuadrado se obtiene v?(x, yo) = 4x7y?. Sustituyendo x? 
en v*(x, y), se obtiene que v7(z, y) = 4(u(x, y) + y@)yé- Por lo tanto, 
v?(a,y) = 4ya (u(x, y) + y2) es la ecuacion de una parabola. 





b) Sea \/z = e2!8* con 0 < arg z < 2m. Calculando la parte real e 
imaginaria de \/z, se tiene que 


1 
X =Re (Vz) = |z|2 cos € arg :) 


1 
aim h/e) Ss |z|? sen G arg :) ; 


Una recta paralela al eje real puede ser descrita como x + iyo, donde 

1 
yo es fijo y x € R. Entonces para z = x + iyo, )z|2 = (x? + y@)?, 
arg z = tan”! (#2). Luego, 


i 1 
XY = |z| cos (5 arg “| sen (5 arg :) = FE cos( arg z). 


Sea m = arg z = tan™' (#2), entonces tanm = 2" = “. Como 





cosm 


cosm = Y1—sen?m, haciendo u = senm, se tiene la ecuacién 
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2 
us _ yo ae qlee! weve Sad 2_ _% 
= #2, es decir, u“xr yo(1 — u*), de donde u yz © 


l-u 
u — Wl. Por lo tanto, XY = 

|z lz| 2 
u 


na recta paralela el eje x es una hipérbola. 





. wl — Wl es decir, la imagen de 


wpe 


14. Demuestre que las identidades trigonométricas de suma de angulos para las 
funciones seno y coseno, pueden deducirse si se supone e%(1+%2) = e!*1¢%2, 


Solucion. Por una parte se tiene que 
ellti+#2) — cos(x, + £2) + isen(z; + 22) 


y por otra 


e”1 = cosx, t+isenz,, e”? = cosxy +1sen Xo. 


Entonces 


ete = (cosr, +isen2,)(cos x2 +isen 2X2) 
= (cos 21 cos #2 — sen x1 sen 22) 


+i(cos 1 Sen 2 + sen X1 COS X2). 
Dado que e#("1+2) = e’1e'*2, se puede concluir 
cos(#, + %2) = cos 21 COs Lp — sen x1 Sen Ly 
sen(x, + ®2) = cos XZ, sen L + sen 7) COS Lp. 


15. Demuestre que el seno y el coseno son funciones periddicas con periodo 
minimo 277, esto es, que: 


a) sen(z + 27) = sen z para toda z. 





b) cos(z + 27) = cos z para toda z. 





c) sen(z +w) = senz para toda z, implica que w = 277 para algun 
entero n. 

d) cos(z + w) = cosz para toda z, implica que w = 277 para algun 
entero n. 


Solucion. 
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16. 


17: 


a) Utilizando la identidad trigonométrica 
sen(A + B) = sen Acos B + cos Asen B 
se obtiene 
sen(z + 27) = sen z cos 2m + cos z sen 27 


donde cos27 = 1 y sen2z = 0, por lo tanto sen(z + 27) = sen z 
para toda z. 


b) Recordando la identidad trigonométrica 
cos(A + B) = cos Acos B — sen Asen B 
se obtiene 
cos(z + 27) = cos z cos 2m — sen z sen 27, 


entonces cos(z + 27) = cos z para toda z. 


c) Como sen(z + w) = senzcosw + coszsenw = senz, entonces 
cos zsenw = 0 y cosw = I, por lo tanto w = 27n, donde n € Z. 





d) Como cos(z + w) = coszcosw — senzsenw = cos z, entonces 
sen zsenw = 0 y cosw = 1, por lo tanto w = 27n para todo n € Z. 


Demuestre que log z = 0 si z = 1, usando la rama —7 < arg(z) < 7. 


Solucion. Se tiene que 
log z = log |z| + iarg(z) = log1+710 =0 


por lo tanto log z = 0. 


Muestre que sen z transforma la banda A = {z | — 5 < Re z < $} sobre 
B=C\{z|Ilmz=0Oy |Re2| > 1}. 


Solucién. Sea z = x + iy, entonces sen z = senxcoshy + isenhycosz. 
Sea C = {z | Rez = 5}, por lo que en C se tiene que sen z = cosh y, por 
lo tanto, el conjunto C’ es enviado al conjunto {z | Rez > 1,y = O}. 


De la misma manera, sea D = {z | Rez = —$}, por lo que en D se tiene 
que sen z = —coshy, por lo tanto, el conjunto D es enviado al conjunto 
{z | Rez < -l1,y =O}. 
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Luego, la frontera de A bajo sen z se transforma en la frontera de B. De 
la misma manera, se puede ver que el eje imaginario se transforma en el 
eje imaginario. 


Ahora, cualquier recta paralela al eje y se transforma en una hipérbola. 
Para ver esto, considere la recta z = % + ty donde x € (—, z), luego 
sen Z = sen Xp cosh y + 7senh y cos xp = u + iv, satisface la ecuacién 


u v? 


go hy, 
sen? 2%) = COS? Xo 


Como el conjunto B se puede descomponer en este tipo de hipérbolas, se 
termina la demostracion. 


Funciones continuas 


Los conceptos topoldgicos en el plano complejo son los mismos que los del plano 
real. Asi mismo, los conceptos de limite, continuidad y convergencia de sucesiones 
son los mismos que los del calculo real. 

Aqui presentamos problemas acerca de estas nociones, pero en los numeros com- 


plejos 


. Al final se pide considerar una métrica en la esfera de Riemann, es decir, 


C=CVUn@. 


a) Para cualesquiera dos nimeros complejos 2; y 22, muestre que 
|Re(z1) —Re(z2)| < |z1 —ze| < |Re(z1) —Re(z2)|+|Im(z1) —Im(z2)|. 
b) Si f(z) = u(az, y) + iv(a, y), demuestre que 


lim f(z)= lim u(z,y)+i lim v(z,y) 


Z—>+>Z0 XL—>X0,Y— Yo XL—>X0,Y— Yo 


existe si ambos limites en el lado derecho de la ecuacidén existen. 
Reciprocamente, si el limite de la izquierda existe, demuestre que 
ambos limites de la derecha también existen y que la igualdad se 
cumple. Demuestre que f(z) es continua si u y v lo son. 


Solucion. 
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a) 


Se tiene que si w € C, entonces |Re(w)| < |w|, |Im(w) < |w] y 
|w| < |Re(w)| + |Ilm(w)|. Sea w = z, — ze, entonces 


|Re(z, — 22)| < |z1 — z2| < |Re(z1 — z2)| + |Im(z, — z2)|. 
Por lo tanto, 
|Re(z1) —Re(z2)| < |z1 — z2| < |Re(z1) — Re(z2)|+ |Ilm(21) —Im(z2)|. 
Primero suponga que 


lim u(x,y)=uU y lim v(x, y) = v9, 
L+>2X0,Y> Yo I+ X0,Y—> Yo 


entonces para cada € > 0 existen 6, > 0 y d2 > 0 tales que 


€ 
|u(a, y) — Uo| < 2 V(x, y) € D5, (20) 


€ 
|v(x,y) — vo| < 9 V(x, y) € D5,_(2o); 


donde D5,(zo) = {z € C | |z—20|} < 6;. Sea 6 = min (6j, 52), enton- 
ces las dos desigualdades se satisfacen para toda z tal que z € D5;(z0). 
Sea wo = Ug +ivp, entonces usando la desigualdad del tridngulo 


lf(z) — wo] = lu(x,y) — uo + i(v(x, y) — vo)| 
=< lu(x, y) =< Uo| es |v(z, y) = vo| 
< nape ey 
Dei 2D 


para todo z € D5(zo). Por lo tanto, lim,_,., f(z) existe y es wo. 


Ahora suponga que lim,_,., f(z) = wo. Entonces se tiene que V € > 
0,406 > 0 tal que | f(z) — wo] < € para toda z € Ds(z). Ya que 


Ju(x, y) — uo] = |Re(f(z) — wo)| < | F(z) — wol 


|u(x, y) — vo] = |Im( f(z) — wo)| < |F(z) — wol, 
entonces 
|u(x, y) a Uo| <e€ V(z, y) = Ds(Zo) 


|v(a, y) — Vo| <e€ V(x, y) S D35(Zo)- 
Por lo tanto, 


lim u(z,y) y lim v(x, y) 


I+ X0,Y> Yo 2+>2X0,Y> YO 


existen y son iguales a ug y Uo, respectivamente. 
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. Si z € C, demuestre que el conjunto {zo} es cerrado. 


Solucién. Mostrar que el conjunto {zo} es cerrado es lo mismo que mostrar 
que su complemento es abierto, es decir, A = C\{z} es abierto. Sea z € A 
y sea d = 5|z — |, entonces z) no puede estar en D(z,6). Por lo que 
D(z,6) C A, de donde A es abierto y por lo tanto {zo} es cerrado. 


. Use el hecho de que una funci6n es continua si y solo si la imagen inversa 


de todo conjunto abierto es abierta, para demostrar que la composicién de 
dos funciones es continua. 


Solucién. Sean f : A— By g: B + C funciones continuas, se tiene que 
mostrar que gof : A — Ces continua. Sea V C C' un subconjunto abierto, 
se debe ver que (go f)~!(V) es abierto en A. Se tiene que (go f) 1(V) = 
f~' (g71(V)) es abierto en A ya que g~'(V) es abierto en B, por ser una 
funcién continua y f~! (g~'(V)) es abierto en A ya que f es continua. Por 
lo tanto g o f es continua. 


. Muestre que f(z) = |z| es continua. 


Solucion. Sea z € C y sea € > O, se tiene que mostrar que existe 6 > 0 
tal que si |z — z9| < 6 implica que | f(z) — f(zo)| < «. 

Se tiene que | f(z) — f(zo)| = ||z] — |zol| < |z — 20] < 46, por lo que se 
puede tomar 6 = e. Por lo tanto, lim,_,., f(z) = f(2o), de donde f es 
continua. 


. Demuestre o dé un ejemplo si es falso: Si lim,_,., f(z) = a, h esta definida 


en los puntos f(z), limy+.h(w) =c, entonces lim,_,., h(f(z)) =e 


Solucién. Dada € > 0 se tiene que existe 6; > 0, tal que si |w — al < 61, 
entonces |h(w)—c| < e. Para esta 0}, existe 62 > 0, tal que si |z—2z0| < 6a, 
entonces | f(z) — a] < 61. 


Por lo tanto, si |z — z0| < do, entonces | f(z) — a] < 61, pero entonces 
|h( f(z)) — c] < €, lo que demuestra el resultado. 


. Sea f : C > C definida como f(0) =0 y f(ricos@ + isen6]) = sené si 


r > 0. Muestre que f es discontinua en 0 pero es continua en cualquier 
otro punto. 


Solucién. Como f(0) = 0, para ver que f es discontinua en 0, es suficiente 
mostrar que lim,_,9 f(z) 4 0. Para esto, considere z = r (cos = + isen 3), 
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r > 0, es decir, puntos en el eje imaginario positivo, y haga r — 0. En- 
tonces, lim,—o f (r (cos $ +isen Z)) = lim,9sen 3 = 1. Por lo tanto, 
f no es continua en 0. 


Para ver que f es continua en puntos z 4 0, note que sen @ es una funcidn 
continua en @. 


7. Para cada uno de los siguientes conjuntos, establezca si es o no abierto y 
si es O no es cerrado. 


a) A={zEC | Im(z) > 2}. 

by BStee Cl 1S he eh 

c) C={zeEC| —1< Re(z) < 2}. 
Solucion. 


a) El conjunto A es abierto porque no contiene los puntos frontera z = 
x + 27 y no es cerrado porque su complemento no es abierto ya que 
contiene a los puntos frontera z = x + 22, ver figura 1.3. 





Figura 1.3: Conjunto A. 


b) El conjunto B es cerrado por contener todos sus puntos frontera, 
luego B no es abierto, ver figura 1.4. 


c) El conjunto C' no es ni abierto, ni cerrado porque la frontera izquierda 
del conjunto no esta contenida pero la frontera derecha si, ver figura 
1:5. 
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Figura 1.4: Conjunto B. 





Figura 1.5: Conjunto C. 


8. Para cada uno de los siguientes conjuntos establezca si es 0 no conexo y 
si es O no compacto. 


a) A={zEC|1< Re (z) < 2}. 

by BS=42e C 2 le) <3), 

c) C={zEC| |z| <5 y |lm(z)| > 1}. 
Solucion. 


a) El conjunto no es compacto porque no es cerrado ni acotado. Es 
conexo, por ser conexo por trayectorias, ver figura 1.6. 
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Figura 1.6: Conjunto A. 


b) El conjunto es compacto, por ser cerrado y acotado y es conexo, por 
ser conexo por trayectorias, ver figura 1.7. 


¥ 
4 











Figura 1.7: Conjunto B. 


c) El conjunto es compacto por ser cerrado y acotado, pero no es conexo 
ya que no hay una trayectoria del punto 1 +7 al 1 —2, ver figura 1.8. 


9. Muestre que f : A C C > Ces continua si y solo si z, — zo en A implica 


que f(zn) > f (Zo). 
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Lt. 
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Figura 1.8: Conjunto C. 


Solucién. Suponga que f es continua en A, y sea {z,,} una sucesién en A 
tal que z, > 2 € A. Como f es continua en zo, dada € > 0 existe 6 > 0 
tal que si |z — z9| < 6, entones | f(z) — f(zo)| < €. Para esta 6 > 0 existe 
N EN, tal que sin > N entonces |z,, — zo| < 6, por la convergencia de z,, 
a Zo. Luego, como |z, — 20| < 6 sin > N, entonces |f(z,) — f(zo)| < « 
es decir, f(2n) > f (Zo). 


Reciprocamente, suponga que existe z) € A, tal que f no es continua en 
zo, eS decir existe « > 0, tal que para toda 6 > 0, existe z con |z — z| < 6 
y |f(z) — F(20)| > €. 

Para 6 = 1, existe z, con |z, — Z| < 1 tal que |f (21) — f(z0)| >. 

Para 6 = 3, existe zg con |z2 — 2o| < § tal que | f(z2) — f(zo)| > e. 

Para 5 = 3, existe z3 con |z3 — 2| < § tal que |f(z3) — f(zo)| > «6 y 
asi sucesivamente. Por lo tanto se ha encontrado una sucesion {z,,} tal 
que Zz, — 29 pero f(2n) ~ f (20). 


Muestre que la interseccién de cualquier coleccién finita de subconjuntos 
abiertos en C es abierta. 


Solucion. Sea { Aj, Ao,..., An} una coleccién finita de subconjuntos abier- 
tos, por demostrar que A = {);_, A; es abierto. 


Sea z € A, entonces existen discos abiertos N; con centros en z y radios €;, 
tal que N; C A; para toda i = 1,2,...,n. Haga € = min{eé1, €,...,€r}, 
y sea N el disco con centro en z y radio €, entonces N C A; para toda 
7 =1,2,...,n, luego N C A, por lo tanto A es abierto. 


Demuestre que si f es una funcidn continua en un conjunto abierto A 
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12. 


en C y A es continua en f(A), entonces la funcién composicién (h o 
f)(z) = h(f(z)) es continua en A, usando que si lim,_,.. f(z) =ay h 
es una funcion definida en una vecindad de a y continua en a, entonces 


lim,,2, h(f(z)) = h(a). 


Solucién. Para mostrar que ho f : A — C es continua en A, basta probar 
que ho f es continua en cada punto de A. 


Sea zo € A, luego como f es continua en A, se tiene que lim, ,., f(z) = 
f (2). Como h es continua en f(A), loesen f(z), luego lim,_,., h(f(z)) = 
h(f(zo)), por lo tanto ho f es continua en 2. 


Defina la métrica Cordal p en C haciendo p(z, 22) = d(z), 25) donde 
zi y 24 son los puntos correspondientes en la esfera de Riemann y d es la 
distancia usual entre puntos de R®. 














a) Muestre que z, > z en Csi y solo si p(Zn, z) > 0. 


b) Muestre que z,, + oo en Csi y sdlo si p(zn, 00) > 0. 


c) Si f(z) = = y ad — be 0, muestre que f es continua en oo. 


cz+d 





Solucion. Recuerde que si z = x + iy € C, el punto correspondiente en la 


i ti pa ( 22p py fePa1 
esfera de Riemman z’ tiene coordenadas 2’ = (Gest Tera? ela Ala 


funciodn z ++ 2’ se le conoce como la proyeccidn estereografica. 


a) El hecho de que z,, — z en C es equivalente a tener que |z,,| > |z|, 
Re z, + Rezelm z, — Im z. Note que 


Pl%n,2%) = ad(z,,,2') 
2 Re Zn 2 Re z a 2 Im Zn 2Imz\? 
l2n|2? +1 |z/?+1 lzn|? +1  |zl?+1 
1 
| (aati? -1)"]° 
l2n|? +1  |z|?+1 


de donde p(zn,z) > 0 si y solo si 2, > 2. 








b) El punto oo en C corresponde a N = (0,0, 1), ademas z, —> 00 es 
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equivalente a |z,,| > co, luego 


P( Zn, 00) = d(z,, N) 
2 Re Zn 2 2 Im Zn, 2 
|Zn|? + 1 \Zn|2 +1 
1 
. iaFedt=aipieSty" |? 
len? +1 


luego, P(Zn, 00) — 0 cuando |z,,| > oo. Por lo que z,, — 00 si y sdlo 
si (Zn, 00) + 0. 

Co} Say = aett ad — bc £0, f : C > C. Para ver que es continua 
en oo, se tiene que ver que lim,_,.. f(z) = f (oo). Pero si definimos 


f (co) = , es claro que lim,_,.. f(z) = f (00). 
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Una vez que hemos estudiado la nocidn de continuidad para funciones complejas, 
el siguiente paso natural es definir el concepto de la derivada compleja. 


Definici6n 1.5.1 Sea f : A — C, donde A C C es un conjunto abierto. 
Entonces se dice que f es diferenciable (en el sentido complejo) en z) € A si 


kK F(@) =F 20) 
Wm —  —\ 
Z>Zz0 Zz — £o 


existe. Este limite se denota por f'(z9) o por df /dz(zo). Se dice que f es analitica 
en A si f es compleja-diferenciable en cada z € A. 


La diferencia mas importante entre las funciones diferenciables en el sentido real y 
las complejo-diferenciables, radica en que estas Ultimas satisfacen las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann. 


Teorema 1.5.2 (Cauchy-Riemann) Sea f : A — C, donde A C C es un 
conjunto abierto con f = u+iv. Entonces f’(z9) existe si y sdlo si f es diferen- 
ciable en el sentido de las variables reales, y en (x0, Yo) = Zo las funciones u, v 


tiste 
satisfacen Bo ie Ou Du 


dx Oy * dy ax 
(llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann). 
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Observaci6n 1.5.3 (i) Usando el teorema anterior, la derivada de una fun- 
cion analitica se puede expresar como 
Ou .dv- of Ov Ou 1 of 
i = — +7— = — : => — — eos a ee 
P'(20) OE OG SOF y (0) Oy “By i Oy 
(ii) A una funcidn analitica en todo el plano complejo se le llama funcidn 
entera. 


Un teorema basico del andlisis real es el teorema de la funcion inversa. Aqui enun- 
ciamos la contraparte compleja. 


Teorema 1.5.4 (Funcion Inversa) Sea f : A — C, analitica donde A C C es 
un conjunto abierto, con f' continua y tal que f'(z)) # 0. Entonces existe una 
vecindad U de z y una vecindad V de f(z) tal que f : U — V es una biyeccion 
y su funci6n inversa f~! es analitica con derivada dada por 


d 


da ~*(w) = 


donde w= f(z). 





1 
f(z) 


Las partes real e imaginaria de una funcidn analitica f = w+iv, deben satisfacer 
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. La manipulacién de estas ecuaciones nos 
llevan a otra propiedad importante que deben satisfacer estas funciones u y v. 


Definici6n 1.5.5 Una funcidn dos veces continuamente diferenciable u: A > 
R definida en un conjunto abierto A, es llamada armonica si 

fu Pu 
ao ae 

Ox Oy 

Luego, si f = u + v es analitica, entonces u, v son armonicas, y de hecho 
decimos que u y v son conjugadas armonicas. 





V2u= 


Observacién 1.5.6 La funcidn f(z) = z" es analitica en todo C. Para ver esto, 
se tiene que determinar si el limite siguiente existe, para cualquier zo € C, 


=: n—2 n-1 
jn B 25 fine (SS Bolan ost Ae RZ, 
lim ———2% lim (2 = Zo)(2"™* + 2" "20 +++ +207) 
z420 Z— 2% 2-420 &— £0 
= lim(z? +2772 +--+ ar) =n, 
Z—>ZzO 


Por lo tanto, la funcién f(z) = 2" es analitica en cualquier zo, con derivada 
f'(20) = nzt-!. Luego, todo polinomio también es una funci6n analitica. 
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A continuacion presentamos una serie de problemas acerca de los temas descritos 
en esta seccion, todos ellos relacionados con la definicién de analiticidad de las 
funciones complejas. 


1. Determine los conjuntos en los cuales las siguientes funciones son analiticas 
y calcule sus derivadas: 








a) 327 +724+5. 
b) (22 +3)?. 
3z—-—1 
c) 7 
Solucion. 


a) f(z) = 32*+72+4+5 es analitica en todo C ya que f es un polinomio, 
ademas f’(z) = 6z +7. 





b) f(z) = (2z +3)? es un polinomio, entonces es analitica en todo C y 
f'(z) = 4(2z + 3). 
c) f(z) = = es analitica en A= {z € C | z 4 3}, la derivada es 


f(z) = (8—2)3~(32—1)(-1) __ 9-32432-1 _ 8 


(3-2)? (3-2)? (3-2)? * 





2. Para y : [a,b] — C diferenciable y f : A > C analitica, con y([a, |) C A, 
pruebe que o = f 07 es diferenciable con o’(t) = f’(y(t))9’(#). 


Solucidn. Se mostrard la diferenciabilidad de o en to € [a,b]. Sea 29 = 7(to) 
y para z € A defina 


f(2)-flo) _ ¢r 
h(z) ={ : = F'(2) , 2#%H 


5 «<= Zo- 


Como f’(zo) existe, entonces h es continua. Por la continuidad de la com- 
posicion de funciones continuas, se tiene que 


lim ho y(t) = h(z) = 0. 


tto 


De la definicién de h y haciendo z = 7(t), se obtiene que fo (t) —f (zo) = 
[2 (y(t) + f’(20)] (y() — 20), atin si y(t) = zo. 
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Para t # to se tiene que 


fovlt) = Foie) _ ty (a) + peo) - =. 
0 0 
Cuando t — to, el lado derecho de la ecuacién tiende a (0+ f’(z)) - 
Y (to) = f" (y(to)) + (to). 


3. Estudie el comportamiento infinitesimal de las siguientes funciones en los 
puntos indicados: 


a) f(z) =2z+5, 2%=5+ 6%. 
b) Fever rae, 267. 
1 
c) hea) = ay zo = 1. 
Solucién. En este problema se utilizara el teorema de la transformaci6n 
conforme: Si f : A — C es analitica y si f’(zo) 4 0, entonces f es 
conforme en zo con 6 = arg f’(zo) y r = |f'(z0)|- 


Esencialmente, el resultado sefala que en los puntos donde la derivada de 
una funcidn analitica no se anula, la funcién preserva angulos entre curvas 
que se intersectan en esos puntos, para mas detalles ver [6]. 


a) Al calcular f’(z) en zo, se obtiene f’(z)) = 2 4 0. Asi f rota local- 
mente con angulo 0 = arg(2) y multiplica longitudes por 2 = | f’(zo)|. 
Si 7 es cualquier curva que pasa a través de z = 5 + 6:, la curva 
imagen tendra, en f(z) su vector tangente multiplicado por un factor 
2. 


b) Se calcula f’(z) = 422 +4, entonces f’(z9) = 4—42 40. Asi f rota 
localmente con angulo —4 = arg(4 — 47) y multiplica longitudes por 
4,/2 = | f"(z0)|. Si 7 es cualquier curva que pasa a través de 2 = i, 
la curva imagen tendrd en f(z), su vector tangente rotado por —4 
y alargado por un factor 4/2. 


c) Se calcula f’(z) = Gapp, entonces f(zo) = f(t) = Gaz = = 


= £0. Asi f rota localmente con dngulo % = arg(=!) y multiplica 
longitudes por 5 = | f’(zo)|. Si y es cualquier curva que pasa a través 
de z) = i, la curva imagen tendra en f (zo), su vector tangente rotado 


por sm grados y alargado por un factor 5. 
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4. Use el teorema de la funcidn inversa para mostrar que si f : A + Ces 


analitica y f’(z) # 0 para todo z € A, entonces f transforma conjuntos 
abiertos de A en conjuntos abiertos. 


Solucién. Sea U C A abierto, se tiene que mostrar que f(U) es abierto. Sea 
wo € f(U), es decir, existe z9 € U tal que f (zo) = wo. Como f’(z0) 4 0, 
por el teorema de la funcidn inversa, existen U,, V, abiertos con zp € Uj, 
f(z) EN y f : Ui — Vi biyectiva. Sea h : V,; — U; la inversa de f. 
Como z € U y U es abierto, existe un disco abierto D con centro en zo 
tal que z7 € D CU, luego W = DM U;, es un abierto que contiene a zo 
yW Cc Uj, de donde f(W) CV, N f(U), ademas wo = f(zo) € f(W) y 
f(W) = h7'(W). Note que h es analitica, por lo que es continua y como 
W es abierto, h~'(W) es un abierto que contiene a wo y esta contenido 
en f(U), por lo tanto f(W) es una vecindad abierta de wp en f(U), lo 
cual muestra que f(U) es abierto. 


. Demuestre que f(z) = |z| no es analitica. 


Solucién. Suponga que f es analitica, entonces debe cumplir con las ecua- 
ciones de Cauchy-Riemann. Para z = 1 +iy, se tiene que |z| = \/x? 4 y?, 


entonces 
Ou «£ Ou y 


Bc Ta’ By ~ [al 


Ov Ov 
Ox -- 0, Oy a 0, 
por lo que 
du, dv) du, dv 
Ox" Oy : Oy © Ox 


Por lo tanto, f no es analitica. 


. Realice cuidadosamente los cdlculos para mostrar que las ecuaciones de 


Cauchy-Riemann, en términos de coordenadas polares, son 


Ou 1dv Ou 


Ou _10v_ dv _ 1du 
Or 700° Or 


r 00 


por medio del siguiente procedimiento. Sea f definida en el conjunto 
abierto A C C (esto es, f : A C C > C) y suponga que f(z) = 
u(z) + iv(z). Sea T : [0,27] x R* — R? donde R* = {x € R | x > O}, 
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dada por T(0) = (rcos6,rsen@). Asi T es uno a uno y sobre en el 
conjunto R? \ {(x,0) | « > O}. Definase u(0,r) = u(rcos6,rsené) y 
v(0,r) = v(rcos6,rsen@). Demuestre que: 





a) T es continuamente diferenciable y tiene una inversa continuamente 
diferenciable. 


b) f es analitica en A\{x + iy | y = 0,2 > 0} si y sdlo si (u,v) : 
T~'(A) — R’ es diferenciable y 
Ou  1d0 Ov 10u 


Or 708 or rae 





en T~!(A). 


Solucion. 





a) La funcién T : (0,27) xR* — R? esta dada por T(0,r) = (rcos6,rsen 6), 
entonces la matriz derivada de T' es 


ir) = ( —rsen@ cos6 ‘, 


rcos@ send 


Luego, el determinante de [T”] es —r sen? 6 —r cos? 6 = —r # 0. Por 
lo tanto, |7”] es invertible y por el teorema de la funcidn inversa, 7’ es 
continuamente diferenciable con inversa continuamente diferenciable. 
b) La funcién f : A\ {a+ iy | y=0,x2 > 0} > Res analitica si y sdlo 

si i,t : T~'(A) > R son diferenciables (con f = i+ id y si t,0 
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en T~!(A), 

Oi 108 A 10% 

Or r00° Or r 00 
lo cual se muestra a continuacidn. 
Puesto que x = rcos@ y y = rsen 49, la regla de la cadena implica 


que 
ou ee ie ‘iugengen OO ae pee Go tt aay oe 
Or Ox by * 06 Ox Oy. 
Al resolver para ou y ou se tiene que 
Ou Ou senddu Ou 7 Ou cosé du 


— = cosd— — 


Ox Or r oo » Oy von! ae Be 
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Similarmente, 




















Ov Ov sen@0v Ov Ov cosddv 
— = cosd— — — y —=send— + — 
Ox Or r 00 Oy Or r oO 
y asi, las ecuaciones de Cauchy-Riemann resultan 
ee 59 ou = sen@ Ou _ degsig OU a. cos 0 Ov 
Or r OO Or r oO 
y 
ne np oe cosd Ou | ote Oia sen 6 Ov 
Or r OO Or r OO 
Si se multiplica la primera ecuacién por cos @ y la sceunda por sen 6 
y se suman, se obtiene que a = io Similarmente, oe = ee 


7. Defina los simbolos of y of como 


a1 1 (91 90) pes 
Oz Ox 1% Oy OZ Ox iOdy 
Demuestre que si f es analitica, entonces f’ = or 

Si f(z) = z, demuestre que 5 at =ly§ at =e 

Si f(z) = Z, demuestre que 5 of =) Yo of alt 


Demuestre que los simbolos 2£ y 2 aisles las reglas de suma, 
vate % Oz OZ : 
producto y multiplicacién por escalar para las derivadas. 


Ze N M 7 = 
e) Demuestre que la expresiOn S77) Yoo @nm2"2™ eS una funcidn 
analitica de z si y slo Si An, = 0 siempre que m F 0. 


Solucion. 


a) Como f es analitica en A entonces f’(z) existe, luego 


, Ou Ov Of ; Ou. dul OF 
ss Feet Bey ae Eee, Vii 
Pt) Ox ae Ox = Oy “Oy i Oy es) 


Sustituya (1.3) en 2£, para obtener 


Oz 
of Of lof 
Oz Ga 
(F@)+ FR) = 52/'@) = FO) 


por lo tanto, f’ 


|2 
Ns Dlr Mle 
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Por lo tanto, se cumple la regla de la multiplicaci6n por escalar 


of 
Coz Oz" 


b) Sea f(z) = z = x + ty, usando el inciso a) se tiene oF (2) 
1(1+4i) =1y £(z) =4 (1-44) =0. 
c) Sea f(z) = 7 = a2- iy usando el inciso a) se tiene Sf (z) 
S(1—4i) =0y Z(z) = 4 (1+ 4) = 1. 
d) Se tiene que 
Af+g) _ 1fFf+g)  10f+¢9) 
Oz 2 Ox i Oy 
_ llof og 1/0f | Og 
7 ete (+e) 
a eeOT Oy 1 (0g 10g 
7 5 (Sea) +5 (Se 554) 
- of Og 
Oz Le Oz 
Por lo tanto, se cumple la regla de suma te = 3 ~o 
Andlogamente, 
Af-g) _ 1/Af-9) | 10f-9) 
Oz 2\ Ox i 
on, we PER Og Of 
= a [oat Sel +7 (Gy) 
_. 2 fof 1of Og 10g 
vo (34 12, * 2 vom i By 
_ of Og 
7 az? I+ 5 Bet 
Por lo tanto, se cumple la regla del producto HF) D — = of gt oo Ff 
Sea c € C, entonces 
RET sce i OM, HOE) 2 LOC OL 
Oz DOE i Oy Ox iOy 
_ ¢ Oia t EOP "of 
~ 2\ar" i dy “Oz 


Alef) _ 
Oz 
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- N mM 2 us a 
e) Sea H(z, Z) = 0,9 dom—0 Gnm2”"2™ una funcién analitica, entonces 


aH 
Se = 0 por ser analitica. Luego, 
N M N M 
= ya ay y y Os wees 
Oz a = az ”™™ 
n=O0m=0 n=0 m=0 
N M 
0 nom 
= ) ) Onm as z 
n=0 m=0 2 
N M 
n 0 =m 0 nr =m 
— y Sdn ( 2" a2 +27" -Z 
OZ OZ 
n=0 m=0 
N M 
= y Anmzrmz™ | =0 
n=0 m=0 
Asi, 
N 
Ss ( Onoz” 0+ 2) + Oni 2"2) + ngz”-+2-Z' +--+) =0, 
n=0 


por lo tanto, Gnm = 0 para todo m # 0. 
Ahora, suponga que Gy, = 0 para todo m # 0, entonces 


N M N 
y y line eS y Gar 
n=0 


n=0 m=0 


de donde es analitica. 


8. a) Sea f(z) = u(a,y) + iv(x,y) una funcidn analitica en un conjun- 
to conexo A. Si au(x,y) + bu(x,y) = c en A, donde a, b, c son 
constantes reales no todas 0, demuestre que f es constante en A. 


b) (El resultado obtenido en a) es atin valido si a, b, c son constantes 
complejas? 


Solucion. 


a) En la ecuacion au(x, y) +bu(x, y) =, no es posible tener a = b = 0, 
ya que en este caso c = 0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, 
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b) 


se puede suponer que a? + b? # 0. Derivando con respecto a x y con 
respecto a y, obtenemos 
Ou Ov Ou Ov 
a—+b—=0, a—+b—=0. 
Ox Ox Oy Oy 
Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, obtenemos el sistema de 
ecuaciones 


Ou Ov 
a— +b— =0 
Ox Ox 
O O 
pee ge 8) 
Ox Ox 
con incdégnitas ou ou y constantes a, b. 


El sistema se puede escribir como 


(5 £)(B)=° 


' a b 
La matriz ( — ) tiene determinante —(a? + b?) # 0, por lo 
que el sistema tiene una Unica solucion Gu = oe = (). Por lo tanto 


r__ Ou Ov _ : 
x 5 a; + 5, = 0, y como A es conexo, se tiene que f es constante 
en A. 


El resultado es valido si a,b,c son complejos, ya que siguen siendo 
constante. 


9. Sea f(z) = ox siz #0y f(0) =0. 


f) 


Zz 





Muestre que no tiene limite cuando z —> 0. 


Siu =Ref yv =Imf, muestre que u(x, 0) = x, v(0,y) = y, u(0,y) = 
ule, 0) = 0: 
Concluya que las parciales de wu y v existen, y que las ecuaciones de 


Cauchy-Riemann se satisfacen, pero que f’(0) no existe. ; Contradice 
esta conclusion el teorema de Cauchy-Riemann? 


Repita el ejercicio (c), haciendo f = 1 en los ejes x y y, y 0 en 
cualquier otro lado. 


Repita el ejercicio (c) haciendo f(z) = \/|zxy|. 
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Solucion. 


a) 


Note primero que |z|4 = (|z|2)* = (z- 2)? = z2- 2, luego 











- "a eS 
Si z = x, tenemos que ite) = 4 = 1, por lo que lim g@2 = als 
2 
Si z = x +12, se tiene que ca = = =o = —1 por lo que 
limy+i2—0 ie) = —1. Por lo tanto, ite) no tiene limite cuando z > 0. 





Del hecho que f(z) = = es facil ver que si f = u+ iv, entonces 
f(a, 0) x = por lo que u(z, 0): =, v(¢,0)-=0'y f(0,y) = 
= = iy, luego u(0, y) = 0, v(0,y) = y. 





oie lim, 49 #2 = lim, 59 2-40) no existe, entonces f’(0) no 
existe. 
Ahora, 
Ou z u(h, 0) — u(0, 0) fe 
5 000) = fn SE AO = in = 
Ou _,. u(0,h) — u(0,0) 
oe ee h == 
Ov 4, u(h,0) —v(0,0) _ 
5000) fin SAND = 0 
Ov 4. BO O00, 0). = ayy lA 
ee he Se 
Por lo tanto, $#(0,0) = 54(0,0), (0,0) = —£(0,0). Esto no 


contradice el teorema de Cauchy-Riemann ya que es posible ver que 
las parciales de u y v no son continuas en 0. 


1 ssi = 0 
sea ftes)={9 3 eo 


ut iv, on este caso u(x,0) = u(0, y) = 1, v(x, 0) = v(0, y) = 0 por 
lo que $#(0,0) = $2(0,0) = 0, $#(0,0) = —$2(0, 0) = 0, pero 


km fO-£O _ 5, =! 


z—0 Z z—0 2 


de donde f(0,0) = 1. Sea f = 


no existe pues si z = (x,0) — 0 el limite es Oy si z = (ax + ix) — 0 
el limite no existe. 


1.5 Funciones analiticas 57 


0 si cy =0 
e) Note que f(z) = /|zy| = { eal a ee por lo que es 


similar a los casos anteriores. 


10. Sea f una funcidn analitica en un conjunto abierto conexo A y suponga 


Lt 


que f”*!(z) (la derivada n + 1) existe y es 0 en A. Muestre que f es un 
polinomio de grado n. 


Solucion. Use repetidamente el hecho de que si f : A — C es analitica, 
donde A es abierto y conexo, con f’(z) = 0, entonces f es constante en 
A. Sea g,(z) = f'(z), entonces por hipétesis g/(z) = f+) (z) =0 en 
A, luego g,,(z) es una constante c,, es decir gn(z) = f(z) = cy, en A. 


Sea Gn_1(z) = f(z) — caz, entonces g/_,(z) = f(z) — en = 0, de 
donde gn_1(Z) = Cn_i en A, es decir, gn_1(z) = f-Y(z) — az = en-1. 
Sea Gn—2(z) = f(z) — 227 — cn_iz, entonces gi,_o(z) = f-Y(z) - 
CnZ — Cn-1 = 0 de donde gy_2(z) = Cn_2 en A, es decir, gn_2(z) = 
f(z) - 2? = G42 = Che9: 


Ahora es claro que continuando de manera similar, se obtiene que 
—1 
f (2) = Qn2” + Gp_12"™ + +++ +412 + a9, 


para constantes complejas dg, @1, ..., Gn. 


Verifique directamente que las partes real e imaginaria de f(z) = z4 son 
armonicas. 


Solucidn. Sea f(x,y) = u(x, y)+iv(z, y) y z = x+y por lo que u(z, y) = 
xt — 6x7y? + y* y u(2,y) = 4x°y — 4ry?. Entonces, 


Ou Oru 
— = 47? — 12ry?, — 
Ox - oe Ox? 


Ou Oru 
— a= Degg: 


= 12x77 — 12y; 


—12x7 + 12y”. 


O 
ee 12x74 — 4y? a 24xy; 
Ox x 


0 
cae Wises 12xy”, 
Oy 
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2,, — Pu, Pu _ 2,, — Ov 4 Ou _ 
Por lo tanto, V-u = Daz + Oy =p r= Bat + Bye = 0. 


12. {En qué conjuntos son armonicas cada una de las siguientes funciones? 


a) u(x, y) =Im(z + +) 


Solucion. 


a) Como u(2z,y) = Im(z+ +) entonces es arménica donde z + + sea 
analitica, esto es en C \ {0}. 


b) La funcidn u(x, y) = Goe es la parte imaginaria de la funcidn 


f(z) = <4 ya que si z = x + iy, entonces 


1 1 1 Ley Le iy 





l1-z l—-z—iy 1l—z—iy l-xt+iy (c—1)2+y2 


Por lo tanto, u(x,y) es armonica en C \ {1} que es donde f es 
analitica. 


13. Si wu es armonica, demuestre que, en términos de coordenadas polares, 


»07u 4 Ou if Oru ; 
r——+r—+—=0. 
Or? Or 06? 
Solucién. Dado que u es arménica, existe v su conjugada armonica, por lo 
que u, v satisfaen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por el problema (6) 
de esta seccidn, la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann es 


Ou 1d0v. Ov _ 1du 


or 700" Or rw 


Ou _ O (du _ Oo 10v 

or? = (S)-7 (CH) 
1d0v 1 Ov 

7200 | Forde’ 


Luego, 
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14. 


Tb: 


por lo tanto, 
507u Ov Ov 


Or Ob | Brae: 


De manera similar se tiene que 


au _ 9 (au) _ a (_,dv 
0e2———i«O 0H) ~— Or 





Orv 
= —-9 : 
06 Or 
Finalmente, como re = oe entonces 
Oru Ou O07u Ov Ov ~~ Ov Orv 


ype —— = — ——— — -—- sf —_———_- = 
Ore? Gh BR2 BO 8b OO. Ober 


donde se ha usado el hecho de que las parciales mixtas de vu son iguales ya 
que v es continuamente diferenciable. 


oh 0, 


Muestre que u(x,y) = x? — 3xy? es armonica en C y encuentre una 
armonica conjugada v tal que (0,0) = 2. 

Solucién. Para demostrar que u es arménica se tiene que ver que el Lapla- 
ciano de u es cero. Como u(x, y) = x° — 3xy? entonces 


Ou O7u Ou Ou 


— = 3g" — 3y?, —~=62; —=-6ry, —~ 
Ox = Yo Oy? “ Oy ve Oy? 


= —62. 


Por lo tanto V2u = ou + os = 6x — 6x = O. Se puede observar que 
u(x, y) = v3—3.ry’ es la parte real de 2°+2i, asf que v(x, y) = 3x7y—y? +2 
es la conjugada armonica buscada. 


Considere la funcién f(z) = +. Dibuje los contornos de u = Ref = cte y 
v = Im = ccte. {Como se intersectan? 


Solucién. Sea z = x + ty, entonces f(z) = >= ay = wT gio 
luego 
zt y 
u(z) = Re (f(z)) = v(z) = Im (f(z)) = 


r+ y2? gh + y? 
Sic = 0, u(z) = 0 implica que x = 0, es decir, todo el eje imaginario tiene 
parte real cero bajo f. De la misma manera, u(z) = 0, implica que y = 0, 
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Figura 1.9: Curvas de nivel de f(z) = +. 


es decir, todo el eje real. Por lo tanto, las curvas u(z) = 0 y v(z) = 0 son 

ortogonales. 

Sea c # 0. u(z) = ©, es equivalente a c(x? + y?) = 2, lo cual podemos 
ao oy , 2 

escribir como x?+y?— = 0, que es la ecuacién de un circulo, (x — +) + 


2c 
Dial: 1 . 1 
Yy° = zz, con centro en (=, 0) y radio aa 


De la misma manera, se puede ver que la curva u(z) = c es el circulo 
2 1\2 _ a ne, 

a? + (y+) = Za, por lo que nuevamente u(z) = c y v(z) = ¢ son 

ortogonales. 


Diferenciacion de las funciones elementales 


En esta seccién presentamos una serie de problema acerca de la diferenciacion 
de las funciones elementales estudiadas en la seccion 1.3. 


1. Calcule la derivada y dé la regién apropiada de analiticidad para cada una 


de las siguientes funciones: 
3% 
log(z + 1) 


a 
b 


9 


SS rs a wa 


Q 
Sb 
Nhs 
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e) Wz. 
Solucion. 


a) Para cualquier eleccién de una rama para el logaritmo, la funcidn 
z —> a’ es entera y tiene derivada z — (loga)a*. Entonces 3% es 
analitica en C y la derivada en z es 37 log 3. 


b) Como la funcién z ++ z+1 es analitica en todo C, y log w es analitica 
en 
C\ {w €C | Im(w) = 0, Re(w) < 0}, 


entonces log(z + 1) es analitica en 





C\ {z €C | lm(z) = 0,Re(z) < —-1}. 
La derivada es —. 
c) Sea zt? = e(!+)l082_ entonces es analitica en 
C\ {z€C | Im(z) = 0, Re(z) < 0} 
y la derivada es z't? (44) = (1+ i)z’. 
d) Sea /z = e3!°8, entonces es analitica en 
C\ {z €C | Im(z) = 0, Re(z) < 0} 


_ 
2/z° 


1 aise 
e) Sea ¥/z = e3!°8*, entonces es analitica en 


y la derivada es 


C\ {z €C | Im(z) = 0, Re(z) < 0} 


la derivada es —K. 
y 302 


2. Determine si existen los siguientes limites complejos y encuentre sus valo- 
res, Cuando corresponda. 








a) Ming 
= 
z-1 

b) lim, 41 — 


a |” 
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Solucion. 


a) Sea lim,_,1 ge = lim._41 ogee! = 1, pues el limite es la derivada 


de la funcién log z en el punto z) = 1, en la rama principal. 


b) Sea z > 1 a lo largo del eje y, entonces z = 1+iyyz=1-—ity, 
A , z-1 _y l-iy-1 __ i, 
asi que lim,_,1 eA. limy—o Leal = limy_o aye = 1. 
Sea z — 1 a lo largo del eje x, entonces z = x +710 =a2yZ= 
a—i0 = a, asi que lim,_,; =} = lim,_, 2 = 1. Por lo tanto el limite 


no existe. 


3. Resuelva la ecuacién sen z = w, muestre cémo escoger un dominio y de 
esta manera como escoger una rama particular de sen~! z, de modo que 


sea analitica en el dominio. De la derivada en esta rama de sen~! z. 


Solucidn. Se desea resolver la ecuacién w = sen z = oa de donde 
ec” _ | = Qiwe’*. Haciendo e’* = u, se obtiene u? — 2iwu — 1 = 0, por 
lo que resolviendo para u se obtiene que u = iw + V—w? + 1. Entonces, 
e* = iw+vV/1-—w?, por lo que hay dos soluciones para z, dependiendo 
la rama de log que se eliga. Si se elige una de ellas, se tiene que z = 
—ilog(tw + V1 — w?) es solucién de la ecuacién. 


En esta rama de log que se ha elegido, se tiene que sen! z = —ilog(iz + 
V1 — 2?). Por lo tanto, la derivada de esta rama de sen~! z es 


—1 Zz 1 
——_——— _ [i —- ——— } = ——.. 
sal aa) V1 — 2? 


4. Sean u(x, y) y u(x, y) funciones con valores reales definidas en un conjunto 
abierto A C R? = C y suponga que satisfacen las ecuaciones de Cauchy- 
Riemann en A. Demuestre que 














u(a,y) = (u(x, 9) — [v(x,y))” yy vi(a,y) = 2u(a, y)o(a, y) 


ua(x,y) =e“ cosu(x,y) y v2(a,y) =e" sen u(x, y) 


satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en A. jPuede usted hacer 
esto sin realizar ningun calculo? 


Solucidn. Se tiene 
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ou = 2u(x, y) St — 2v(a, y)%, ou = 2u(x,y)2 + 2v(a, y) 2 
Ou Ou Ov Ov Ov Ou 
Ba = 2u(,y)5, — 2u(t,y) 5 ae = 2u(x,y) 5 + 2u(x, y) 5. 
Como u(x, y) y v(x, y) cumplen que ou = oe y ou z= — oe, entonces 
Ov1 Ou Ov Ou, 
= 2u— —2 = 
Oy Ox Ox Ox 
O O O O O O 
Ox Oy Oy Oy Oy Oy 
Por lo tanto, si satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 
Ahora, 
oue = —e"sen v& -+ e“ cos vt Ove =e" cosvZ ++ e“ sen vot 
oe = —e" sen vSe + e" cos us oe = e" cos ust + eX sen vf. 
Como u(x, y) y v(x, y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, en- 
tonces 
Ove 3 OU - 3 Ov Oug 
— = e"“cosu— —e"“senvu— = —, 
Oy Ox Ox «Ox 
Oe e” ae +e“ senv 2 
Ox Oy Oy 
= e" sicgoe e” baa = £Ou 
= Oy dy) — Oy” 


Por lo tanto, si cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. 


Note que u, = Re ((u+iv)) y vu =Im ((u+iv)?), y que uz = Re (e"t) 
Vas metre): 


5. Encuentre la region de analiticidad y la derivada de cada una de las si- 
guientes funciones: 


a) f(z)=V2-1 
b) f(z) =sen Vz. 


Solucion. 
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1 . wt 
a) Como 23 — 1 = e28(°-1), para determinar donde es analitica, se 
deben buscar que puntos del plano complejo son transformados bajo 
23 — 1 en la regién 


C\ {z eC | Re(z) < 0,Ilm(z) = 0}, 


que es el dominio de analiticidad de la funcidén log considerando la 
rama principal; o inversamente, que puntos del plano complejo son 
transformados bajo z* — 1 en la regién 


{z €C | Re(z) < 0,Im(z) = O}. 


Sean 1, w, w? las raices cubicas de la unidad. No es dificil determinar 
que las tres semi-rectas, /;, /2, 13 con origen en los tres puntos ante- 
riores y que pasan por el 0, son los Unicos conjuntos que se buscan, 
es decir, que se transforman bajo z® — 1 en la region 


{z €C | Re(z) < 0,Im(z) = O}. 


Por lo tanto f es analitica en C \ (J; Ulg Ul3). La derivada de f es 
3z 


22-1" 

b) La funcién f(z) = sen Vz es la composicion de la funcidn sen z y de la 
funcién ,/z. Como sen es una funci6n analitica en todo C, se tiene que 
f es analitica donde \/z lo sea. Pero se sabe que \/z es analitica en la 
misma regidn donde log es analitica, al considerar la rama principal, 
es decir, en la regidn C \ {z € C | Re (z) < 0,Im (z) = O}. La 
derivada de f es == cos /z. 


4 i ne oe 
6. Muestre que la funcién z+> zm = %/z es analitica en el dominio de log z 
(por ejemplo en la rama principal) y tiene derivada 


ae 


3|h 


a 
Zr —Z2 
n 


Solucion. Se sabe que la funcién f(z) = %/z es la funcidn inversa de g(z) = 
2”, y esta definida en la rama principal de log. Como g/(z) = nz”! 40 
en la rama principal, se tiene por el teorema de la funcion inversa, que g(z) 
tiene localmente una inversa analitica. Puesto que la inversa es Unica, esta 


debe ser f(z). 
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La derivada de g~'(w) es 75, donde g(z) = w, luego 


1 a 1 
fiw) = = —p = Swi 
n27 4 nwn2®D on 


7. Defina la rama de \/1 + \/z y muestre que es analitica. 
Solucion. Note que log z = log |z| + i arg z, donde —7 < arg z <q, la 
z : 1 ‘ 
rama principal. Luego, /z = r2(eelI+* '8 @) por lo que —2 < arg z < 
=, es decir, la imagen de la funcidn \/z esta contenida en el semi-plano 
superior derecho, el cual esta contenido en la region analiticidad de log z. 


Entonces es posible definir f(z) = \/1+ ./z en la rama principal de log, 
, li : / = 1 ; 
aqui f es analitica y f’(z) DEVE 


66 


Funciones Analiticas 


Capitulo 2 


Teorema de Cauchy 


Una de las ventajas del andlisis complejo, es que esta basado en pocos pero 
poderosos teoremas sencillos, de los cuales son consecuencia la mayoria de los 
resultados del area. Entre estos teoremas, uno de los principales es el Teorema 
de Cauchy. 


2.1. Integrales de contorno 
Para poder estudiar el teorema de Cauchy, se necesita primero definir la integral 
de contorno. Sea aj = a, dy, ..., Gy, = 5 una particién del intervalo [a,b], 


decimos que una curva y : [a,b] — C es una curva suave por tramos si 7 es 
diferenciable en cada intervalo (a;, a;41). 


Definiciédn 2.1.1 Sea f una funcidn continua definida en un conjunto abierto 
AC Cysea y: [a,b] — C una curva suave por tramos que satisface (a, b]) C 
A. La expresion 


/ f= i f(2)dz = s ‘| - fo(t))a' (Hat 


es llamada la integral de f a lo largo de y. 
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Algunas veces es complicado calcular explicitamente algunas integrales, pero se 
tiene un resultado que nos dice como acotar integrales de contorno. Para ello 
necesitamos primero la definicién de longitud de arco de una curva. 


Definicién 2.1.2 Sea 7: [a,b] > C, se define la longitud de arco de y por 


iy) = / 1'(t)|at = / Ji + brat 
donde y(t) = x(t) + iy(t). 


Proposici6n 2.1.3 Sea f continua en un conjunto abierto A y sea y una curva 
C' por tramos en A. Si existe una constante M > 0) tal que |f(z)| < M para 
todo punto z en y, entonces 





[| < Mi(y). 


A esta desigualdad se le conoce como la estimacion estandar. 


Asi como en el calculo real, también en los numeros complejos se tiene el teo- 
rema fundamental del calculo para integrales de contorno, el cual enunciamos a 
continuacion. 


Teorema 2.1.4 Sea y : [0,1] — C una curva suave por tramos y sea F’ una 
funcion definida y analitica en un conjunto abierto G que contiene a y. Entonces, 


i F'(2)dz = F(y(1)) — F(7(0)). 


En particular, si y(0) = (1), entonces 


/ F'(z)dz =0. 


En este sentido, se tiene un teorema acerca de la independencia de la integral 
con respecto de la trayectoria. 


Teorema 2.1.5 (Independencia con respecto de la trayectoria) Suponga 
que f es una funcidn continua en un conjunto abierto y conexo G. Entonces las 
siguientes proposiciones son equivalentes: 
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(i) Las integrales son independientes de la trayectoria. Si zo y 2, son dos 
puntos distintos cualesquiera en G, y yo y yi son trayectorias en G de zo 


a 21, entonces 


(ii) Las integrales a lo largo de curvas cerradas son iguales a 0. Si Tes una 
curva cerrada contenida en G, entonces |, f(z)dz = 0. 


(iii) Existe una antiderivada (global) de f en G.. Existe una funcion F definida 
y analitica en todo G' tal que F'(z) = f(z) para toda z enG. 


A continuacién presentamos una serie de problemas que ilustran los conceptos y 
resultados anteriores. 


1. Evalte las siguientes integrales: 


a) i xadz, donde ¥ es la union de los segmentos de recta que unen a 0 
con 2 y luego 7 con 2 +7. 


b) Les +2z+3)dz, donde + es el segmento de linea que une a 1 con 
2+1. 


1 
c) |, —~<dz, donde 7 es el circulo de radio 2 con centro en 1, recorrido 
We =I 


una vez en sentido contrario a las manecillas de reloj. 
Solucion. 
a) Se define 7 : [0,3] ~ C como y = 7, + 72, donde 
y(t)=O0+i; OSt<1, wlt)=(t-1 +4 1<t<3. 


Ahora, se puede calcular la integral como sigue, 


i: adz = [ (0) (i)dt = 0 
oe ee ee 


Por lo tanto, f adz= f adz+ fadz=0+2=2. 
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b) Si f(z) = 2? + 2z + 3, entonces f tiene antiderivada, por lo que es 
suficiente evaluar la integral en los extremos, 


1 +i 
[tow 5 + 27 4 35 
Y 3 1 





5 2+I+ 2+) +3249] — (G+1+3) 





ea 1g 13 
a “+ 3441+64+3i— = 
1h u 
St See AQ 
qh ee a 
16 | 32, 
= ~—+—i. 
3° 3 


c) Se parametriza y como (0) = 2c +1, 0 < 6 < 2m. Por la regla de 
la cadena, (9) = 2ie”, y asi 


1 20 2 3 20 
dZ= ir = 1d) = 271. 
igs Zz [ (Ge +1)—1°° [ a Tt 


2. Evalue Ls ade, donde 7¥ es el circulo de radio 1 centrado en 2, recorrido 
una vez en sentido contrario a las manecillas de reloj. 


Solucién. Sea J ary,dz = J, zzaydz donde a = 3+ Ea 
tonces 


1 4 1 
Se ee Saye = = as 
[=e [& ‘s) 7 
= 1 
tet | pa 
i y 2le— 2) 





en- 





—l 1 1 1 
Sieg +5 a 
2 fF 2 eee 
1 
= 04 =271 = 71. 
Tip eee TT 


La primer integral es cero ya que t tiene antiderivada dentro de y, es 
decir, log z en la rama principal. Para la segunda integral, podemos escribir 
7(0) = e+ 2,0 < 0 < 2r. Por la regla de la cadena, 7/(0) = ie”, y asi 


1 QT 1 ; 6 Qn ; ; 
i ne gt? = it (e®@42)-2° de= i 100 = Dit 
a 0 0 
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3. Demuestre que para funciones continuas f, g, constantes complejas cy, C2 
y curvas 71, V2, 73 de clase C!, se tiene que 


) 
[lofran=of fre fo 
b) 
fan fe 
c) 
ae 
Solucion. 


a) Por la definicién de la integral de h a lo largo de y 


/ pe / ade | * nUy(t) 7 Wade. 


Si se considera h = c, f + cog, entonces 


[let + eagae = [ aft ag cio oat 


y 


[ e100) + ago ae 


/ (crf (y(t) V4) + eag(y(t)y'(é))) at 


[ atown'oas [ cago’ wat 


af sow wde+e [ oon'eae 


af fde+e f oa: 
y y 
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b) Note que 


-y a 





| 
Sb 
2 

> 
Anes 

Q 

| 

T 
> 

| 
+ 
Neca”: 
Maio” 
ao 
a6 

a 
+ 
> 

| 
+ 
>" 
a 
_ 
ail 
Q 
oS 


l 
SY 
= 
= 
= 
2 
Q 
< 


l 
| 
pad 
aa 
= 
= 
2 
Q 
S 


l 

| 
a 
Qu 
& 


donde se hizo el cambio de variable u=a+b-—t. 


c) Sean 7: [a,b] > Cy 72: [b,c] > C, luego y = 714+ 72: [a,c] 7 C 
esta definida como 7(t) = y(t) si t © [a,b], y y(t) = Ye(t) si 
t € [b,c]. Luego, 


/ fdz 
yit+y2 


i * flo(t))y at 


[ tomroas f rown'wat 
[ ce 


4. Evalue He 27dz a lo largo de 2 trayectorias que unen (0,0) con (1, 1), como 
sigue: 


a) yes la linea recta que une (0,0) con (1, 1). 
b) 7 es la linea quebrada que une (0,0) con (1,0) y luego une (1,0) con 
Gel: 
En vista de la respuesta a) y b), y el teorema fundamental para integrales, 
ipodria ser 2? la derivada de alguna funcién analitica F(z)? 


Solucion. 


2.1 Integrales de contorno 
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a) Sea y: [0,1] > C, con y(t) = t+ it, y sea z = x + ty, entonces 
Z* = (x? — y*) — Qixy. Luego, 


fe 
i 


[a 
2 


t? — t?) — 2it?] (1 + i)dt 


1 
2it?(1 + i)dt = | (—2it? + 2t?)dt 
0 


_ [-2  28)' -2 2 = 2 2 
7 3 Bulle, Gel 3 Be aGh oes 
b) Sea 7: [0,2] — C definida como y = 71 + 2, donde 


Veet U at, 





piNSHl+ tale 1<¢ <9: 


Calculando la integral se obtiene 


[a 
7 


Be 


Vas 


Be 


t7dt 4 


/ Bdz+ i Bdz 
v1 2 


ff [1 — (¢ — 1)? — 24(¢ — 1)] cat 


2 
; [—t? + 2t — 2ti + 2ilidt 
1 





t7dt 4 


oS oS 


Be 


++ 


ws, 


[_ a 


i 
1 
Sd Oo 





wlRe wlrR rm 4 


wl 


Con respecto a la pregunta de 


+ aitd—4 


+ 


2 
: if (—t?i + 2ti + 2t — 2)dt 
1 


| 
soto) -(Gee9 


—+1=-4 2%. 
aor ree 


2t7i 


2 


=f? 
3 





que si 2” podria ser la derivada de alguna 


funcidn analitica F(z), la respuesta es no. Por el teorema de la indepen- 
dencia con respecto a la trayectoria, se tiene que si 2” fuera la antiderivada 
de alguna funcidn F(z), entonces la integral seria independiente de la tra- 


yectoria, lo cual no es cierto en 


este caso, como se acaba de mostrar. 
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5. Sea C el arco del circulo |z| = 2 que esta en el primer cuadrante. Muestre 


que 





dz en 
Pet | 3. 
Cc 


Solucion. Se sabe que J, £| < MI(y), donde M = sup |f| sobre puntos 
en y y donde /(7) es la longitud de y. Dado que C es el arco de un circulo 
de radio 2 que se encuentra en el primer cuadrante, se tiene que I(y) =n. 
Ademés |z?| — |1| < |z2 +1], entonces za Zo TT = pea => 
para puntos z sobre y. Luego 


1 it 
< 


j+1)— 3° 


En este caso M = $, por lo tanto lo I < &. 


. Sea y una curva cerrada que esta enteramente contenida en C\{z | Re(z) < 


0}. Muestre que f° tdz = 0. 


Solucién. Sean A = C\{z | Re(z) < 0} y f(z) = 4, entonces se tiene que 
. . 7 . . 

A es un conjunto abierto y conexo en C y f es continua en A. Haciendo 

uso del teorema de la independencia de la trayectoria, ya que f tiene 

una antiderivada en A, se tiene que las integrales, bajo curvas cerradas 

contenidas en A, son iguales a cero. Si 7 es una curva cerrada contenida 

en A, entonces [_ f(z)dz =0. 


. Dé algunas condiciones sobre una curva cerrada y que garanticen que 


ee tdz = 0. 


Solucion. 


a) La curva y debe de estar contenida en un conjunto abierto conexo que 
sea subconjunto de C\{z | Re(z) < 0}, ya que este ultimo conjunto 
es el dominio de definicidn de la antiderivada de :, la funcidn log z 
definida en la rama principal. 


b) La curva 7 debe estar contenida en un conjunto abierto conexo que 
sea subconjunto del plano complejo menos un semi-rayo con centro 
en 0, ya que en estos conjuntos es posible definir una rama de la 
funcién logaritmo, la cual es una antiderivada de ., 
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8. Demuestre que la longitud de arco /(y) de una curva y, no cambia si se 
reparametriza la curva. 


Solucion. Sea ¥ : [a,b] -> C una reparametrizacién de 7: [a,b] + C, es 
decir, existe una funcién de clase C’, a : [a,b] — [a,b] con a’(t) > 0, tal 
que a(a) = a, a(b) = by x(t) = 7(a(t)). Luego, 


[we )|at = [rte £))Ila’(e)|at 
fe mlecoar= fH ai 


donde se hizo el cambio de variable u = a(t), por lo que du = a’(t)dt. 


I(y) 


2.2. El teorema de Cauchy: version intuitiva 


En esta seccion se presenta la primera versién del teorema de Cauchy, la cual se 
puede decir que es una version intuitiva. De hecho presentamos varias formula- 
ciones del teorema, en donde en cada una de ellas, se tienen diferentes hipotesis. 


Version 1. Suponga que f es analitica, tal que la derivada f’ es continua sobre 
y en el interior de una curva cerrada simple y. Entonces 


[r= 


Version 2. Si y es una curva cerrada simple y si f es analitica sobre y en el 
interior de 7, entonces 

/ P20 

“ 


Version 3. Sea f analitica en una regidn A, y sea yy una curva cerrada simple 
en A. Supdngase que y puede deformarse continuamente en otra curva cerrada 
simple ¥ sin salirse de la region A, (es decir, 7 es homotdépica a y en A). Entonces 


[rl 
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Definici6n 2.2.1 Una regidn A C C se llama simplemente conexa, si A es 
conexa y cualquer curva cerrada y en A es hométopica a un punto en A. 


Los teoremas de independencia de la integral con respecto a la trayectoria y la 
existencia de la antiderivada, pueden reescribirse en el contexto de la definicién 
anterior. 


Proposici6n 2.2.2 Sea f una funcidn analitica en una regién simplemente co- 
nexa A. Entonces, para cualesquiera dos curvas 7), y y2 que unen dos puntos zo 


y z, en A, se tiene que ie 7 i ye 


Teorema 2.2.3 (Antiderivada) Sea f una funcidn definida y analitica en una 
region simplemente conexa A. Entonces existe una funcion analitica F' definida 
en A, unica médulo la adicidn de una constante, tal que F"(z) = f(z) para toda 
z € A. Se dice que F es la antiderivada de f. 


A continuacion presentamos algunos problemas donde se pueden aplicar las ver- 
siones del teorema de Cauchy que acabamos de enumerar. 


1. Sea y una curva cerrada simple que contiene al 0 en su interior. Argumente 
informalmente que 


1 
—dz = 0. 


2 
y * 


Solucion. Sea f(z) = =, observe que f tiene antiderivada en C \ {0} la 


cual es F(z) = a Si 7 es el circulo unitario, entonces se tiene que 


1 
7% 


Por el teorema de deformacién, como ¥y y ¥ son curvas cerradas simples 
homotdpicas, entonces 
1 1 
~ Z Zz 
q Y 


2. Discuta la validez de la formula log z = logr + 26, para log definida en la 
region A que se muestra en la figura. 


2.2 El teorema de Cauchy: version intuitiva 7 











Solucion. Si A es un region simplemente conexa tal que 0 ¢ A, entonces 
existe una funcién analitica F(z) tal que e” @) = z, a F se le conoce como 
la rama de log en A y se escribe F(z) = log z. 


En este caso, la regidn A es simplemente conexa y no contiene a 0), por lo 
que existe tal funcién F’. Si z = re’’ € A, tenemos que e/*) = z, pero no 
se puede garantizar que F(z) = logr + 70. 


3. Evalie (z — +)dz, donde 7 es la trayectoria de la linea recta de 1 ai. 


Solucion. La funcion es analitica en los puntos de la trayectoria 7, entonces 
1 2 : 
[ (2-2) Zz = = — tox 
7 a 2 1 
—l 1 
Sate | SS aie 
2 2 2 


donde se considera log con la rama principal. Por lo tanto, [_ (z-4)dz= 


— (142%). 


4. Sea y el circulo de radio 1 y sea 72 el circulo de radio 2, ambos centrados 
en el origen (recorridos en sentido contrario a las manecillas del reloj). 
Muestre que 


dz = if dz 
BF ee 1G) pi eee as 10) 


Solucién. Sea f(z) = AT la cual no es analitica en z = 0, iv 10, 


—iv 10. Entonces, es posible deformar la curva cerrada 7; a la curva cerrada 
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2 en la regién donde f es analitica, es decir, sin pasar por los puntos z = 0, 
iV10, —7V 10. 


Luego, las dos integrales son iguales por el teorema de Cauchy. 


5. Evalde i V 22 — 1dz, donde ¥ es el circulo de radio 5 centrado en 0. 


Solucidn. Por el ejercicio resuelto 1.6.8 en [6], se tiene que existe una 
rama de la funcién w ++ \/w de tal forma que z +> Vz? — 1 es analitica 
en A= C\{z € C | Imz = 0, |Rez| > 1}. Como y C A, se tiene por el 
teorema de Cauchy que he Jz? —1dz=0. 


2.3. El teorema de Cauchy: version precisa 


La version precisa del teorema de Cauchy utiliza los conceptos de curvas ho- 
motdpicas a un punto y de regiones simplemente conexas. 


Teorema 2.3.1 (Teorema de Cauchy) Sea f una funcidn analitica en una 
region G. Sea y una curva cerrada en G la cual es homotopica a un punto en 


G. Entonces 
[t=o. 
¥ 


Teorema 2.3.2 Si f es una funcion analitica en una region simplemente conexa 
G y7y es una curva cerrada en G', entonces 


[so 


Veamos a continuacion algunos ejemplos del uso del teorema de Cauchy. 


1. Muestre que todo disco es convexo. 


Solucién. Sea D el disco con centro 2 y radio r, es decir, D = {z € 

C | |z—2| < r. Para ver que D que es convexo, sean z,w € D, entonces 

se tiene que mostrar que tz + (1 — t)w € D para toda t € [0, 1]. Esto es 

equivalente a mostrar que |tz + (1 — t)w — zo| < r. Observe que 
jtz+(1—t)w—-—2| = |tz+(—t)w-—(t+1 -1t)z| 

|t(z — 2) + (1—t)(w — 20) | 

|é(z — z0)| + |. — £)(w — 20)| 

tr+(1—-t)r=r, 


\ 


/\ 
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donde hemos usado que z,w € D. 


2. Demuestre que un conjunto A es convexo si y solo si tiene forma de estrella 
con respecto a cada uno de sus puntos. 


Solucién. Si el conjunto A es convexo, entonces con centro en cualquier 
punto w en A, podemos considerar el segmento que une w con cualquier 
otro punto z en A, este segmento esta en A, por la convexidad del conjunto. 


Si A tiene forma de estrella con respecto a cualquiera de sus puntos, en 
particular tomando dos de ellos vemos que el segmento que lo une debe 
estar contenido en A, lo que implica que A es convexo. 


3. Suponga que f es analitica en una region simplemente conexa A. Muestre 
que para cualesquiera dos curvas 7, y 72 que unen dos puntos 2g y 2; en 
A, se tiene que ie f= ies f. 

Solucién. Considere la curva y = 7 — Y2, la cual es cerrada en A. Como A 


es simplemente conexo, por el teorema de Cauchy se tiene que Joa =) 
Ahora, simplemente note que 


om frafs-fs 


4. Evalue ie & donde 7¥ es el segmento de la recta que une 1 con 2. 


Solucién. Note que 1 tiene antiderivada log z en la rama principal. Enton- 
ces, la integral de t is independiente de la trayectoria, cuando las trayecto- 
rias se encuentren en el dominio de definicién de la antiderivada. De esta 
forma, podemos considerar el arco del circulo unitario 7, que une 1 con 7. 


Luego 
[=- dz mi 
e+ day oe 


5. Evalue las siguientes integrales: 


dz 
a) Sit To 
dz 
b) Jett} (—z)>" 


dz 
c) Sieyat (=z) ° 


2 
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Solucion. 


a) fi. as = 9, ya que la funcién G55 es analitica en todo el plano 
2 
complejo con excepcién de z = 1 y z = 1, puntos que estan en el 
exterior del circulo de integracién, por lo que el teorema de Cauchy 


asegura que la integral es cero. 


dz _ . Zs . . . 
b) Fees one 0, por la misma razon que el inciso anterior. 


2 
c) faci 9 = 0, en este caso se debe a la existencia de una antide- 
a?) 


rivada de = en una regién que contiene a la curva de integracion. 


2.4. Formula integral de Cauchy 


Una de las consecuencias importantes del teorema de Cauchy es el hecho de 
que los valores de una funcidn analitica estan completamente determinados en 
cualquier lugar del interior de una curva cerrada, por sus valores a lo largo de la 
curva, y ademas proporciona una férmula explicita que relaciona estos valores. 

Antes necesitamos el concepto de indice de una curva con respecto a un punto. 


Definici6n 2.4.1 Sean y una curva cerrada en C y zo un punto que no estd en 
y. Entonces, el indice de y con respecto a 2) esta definido como 


1 dz 
I ae 
(7; 20) Qi i Z— XH 


Es decir, (7, 20) representa el numero de vueltas que da y alrededor de 2p. 





Teorema 2.4.2 (Férmula integral de Cauchy) Sea f una funcidn analitica 
en una region A y sea y una curva cerrada contenida en A que es homotopica a 
un punto, y sea 2) € A un punto que no esta en y. Entonces, 


cy eee 


2nt J Z— Zo 


f (20) - L(y, 20) = 





De hecho, es posible mostrar que una funcidn analitica es en realidad infinita- 
mente diferenciable y se tiene una formula integral de Cauchy para todas las 
derivadas. 
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Teorema 2.4.3 (Formula integral de Cauchy para las derivadas) Sea f 
una funcion analitica en una regién A. Entonces, todas las derivadas de f existen 
en A. Mas aun, para z) € A yy cualquier curva cerrada homotopica a un punto 
en A, tal que zo) no esta en y, se tiene que 


f (zo) « I(y, 0) = sf Bae RATS sis 
xk 


Qt J. (2 —20)8" 
donde f‘*) denota la k-derivada de f. 


Teorema 2.4.4 (Desigualdad de Cauchy) Sea f analitica en una regién A 
y sea y un circulo de radio R y centro z) que esté en A. Asuma que el disco 
{z €C | |z—z0| < R} también estd en A. Suponga que |f(z)| < M para toda 
z € vy. Entonces, para cada k = 0,1,2,... 


f(a)| <M. 


Como una consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado. 
Recordamos que una funcién f : C > C es entera si es analitica en todo C. 


Teorema 2.4.5 (Liouville) Toda funcidn f : C — C entera y acotada es 
constante. 


Finalmente, enunciamos un resultado que se puede interpretar como un reciproco 
parcial del teorema de Cauchy. 


Teorema 2.4.6 (Morera) Sea f una funcidn continua en una region A y su- 
ponga que i f =, para cualquier curva y cerrada en A. Entonces, f es analitica 
en A, y f = F" para alguna funcion analitica F en A. 


1. Evalte las siguientes integrales: 


22-1 , g 
a) ie ar dz, donde 7 es el circulo de radio 2, con centro en 0. 





z ’ 


b) {, S2=, donde ¥ es el circulo unitario. 
Y 


Solucioén. 
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2-1 1 gre. Teel 

2+1l @\2-1i ett) ° 
Para utilizar la formula integral de Cauchy, sea f(z) = z? — 1, luego 
f(t) = f(—t) = —2, entonces 


-2= si = 55 f Soa 
a 


a) Note que 











Oni fo zi 


Por lo tanto, como ¥ es un curva cerrada simple, 


2 Pest veeaul 1 
/- ae : ¢ ae ) dz = —(—47i+4ni) = 0. 
i 


z+ ~ 35 et ett 24 











b) Aqui se puede tomar f(z) = sene’, y aplicando la formula integral 
de Cauchy, se obtiene 


sen 1 = f(0) = sy f Bae 
Y 


luego, 





sen e*” . 
dz = 27i-sen 1. 
i 


2. Sea f analitica en el interior y sobre una curva cerrada simple y. Suponga 
que f = 0 sobre y. Muestre que f = 0 en el interior de ¥. 


Solucion. Sea z un punto en el interior de y, entonces por la formula 
integral de Cauchy 


1 (z) 
. IT SS LANE, | : 
La curva 7 es simple, entonces f(z) = = LO) qx y como f(z) = 0 





271i Jy z—Z0 
cuando z esta sobre 7, se tiene que , Lodz = 0, luego f(z.) = 0. Por 
lo tanto, f = 0 en el interior de 4. 
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3. Sea f analitica en una regidn A y sea y una curva cerrada en A. Para 
cualquier z) € A que no esta sobre y, muestre que 


[in*= Lea 


j Puede usted pensar en una forma de generalizar este resultado? 


Solucién. Como f es analitica en A, entonces f’ también es analitica en 
A, lo que se sigue de la formula integral de Cauchy. 


Sea z € A, por la formula integral de Cauchy aplicada a f’, se tiene que 


F'(c0) 1,20) = 5 ff FO ac 
Y 
luego, 


_ f_£0 
[ 2 = ret.) 298 = f[ Fou 


donde la segunda igualdad se debe a la formula integral de Cauchy para 


derivadas. 
FG) gs £(Q) 
be ape | Cer 


£@) 


Zz 


Por lo tanto, 





4. Suponga que f es entera y que lim,_.. = (0. Muestre que f es cons- 


tante. 


Solucién. Primero se mostrard que si f es entera y |f(z)| < M|z|” para 
|z| grande, donde M es una constante y n es un entero positivo, entonces 
f es un polinomio de grado a lo mas n. 


Sea z € C, para |z| = R grande de tal manera que z sea un punto 
interior de ese circulo, se tiene que | f(z)| < /R”, por lo que aplicando la 
desigualdad de Cauchy (2.4.4), se tiene que 


kl Mk! 
|f (zo)| < yeh = pron 


Entonces, sik > n, y haciendo R —> oo, se tiene que | f“)(zp)| = 0. Como 
Zo fue arbitrario, por el ejercicio 10 de la seccion 1.5, se obtiene que f es 
un polinomio de grado a lo mas n. 
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f(z) 
(2) 


z 





Regresando al problema original, la condicién lim, 4. = 0 es equiva- 


Xx 


<€, es decir, 





lente a que para toda € y para |z| grande se tiene que 








|f(z)| < elz|. Por lo que se demostré antes, se tiene que f(z) = az +, 


pero como lim,_,,, ie) = lim,,.at+ b = 0), entonces a = 0, por lo tanto 


Fy =o. 


. Sea f(z,w) una funcidn continua de z y w, para z en una regién A y w 


sobre una curva 7. Para cada w sobre y asuma que f es analitica en z. Se 
define 


F(z) = [ #6, 


Entonces, F’ es analitica y 


Bia) = Le saa 
4 OF 


Use lo anterior para demostrar que 


1 
F(Z) = il eo? dx 
0 
es analitica en z. Calcule F’(z). 


Solucidn. El resultado enunciado al principio del problema es el ejercicio 
resuelto 2.4.15 de [6]. 


En este caso, f(z,w) = e~*”” es continua en ambas variables, con z € C 
y w en la curva y : [0,1] — C dada por y(z) = x. Ademas, f(z, w) 
es analitica en z. Entonces, F(z) = J, f(z, w)dw = fo el (x)dx = 
fye-7* de es analitica en z. 


Luego, 


1 
0 


F(z) = [ aE x, w)dw = | (22\e=* = dav. 


. Muestre que si la imagen de una curva cerrada y esta en una region sim- 


plemente conexa A, y si zo ¢ A, entonces I(7¥, zo) = 0. 
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Solucién. Recuerde que el indice de la curva y alrededor de zp esta dada 


por 
1 dz 
Iq,20) = 5 | 


Qri J, Z— 2 





Como 7¥ esta en una regidn simplemente conexa A, la curva es homotdpica 
a un punto y la funcién xs es analitica en A, ya que z ¢ A, por lo tanto 
J, =0, es decir, I(7, zo) = 0. 


zZ—ZO 





7. Demuestre que [* e©°*? cos(sen@)d@ = 7, considerando [| “dz, donde 
nO) yz 
es el circulo unitario. 


Solucién. Primero se calcula J, <dz. Sea f(z) = e* y % = 0, se tiene 


que f(2o)-I(y, 20) = a + — 


i “dz = 271. 





dz, entonces 1 = = “, “dz. Por lo tanto 
Tt SY Zz 


Por otro lado, si se parametriza y(t) = e”’, t € [0,27], entonces 


[Sa 
Ane 


at 


27 e 
| © iettdt 
0 ett 
Qn 20 
i / eo dt =i | eos t+i sent}, 
0 0 


2a 
if e°" [cos(sen t) + isen(sen t)] dt. 
0 


Asi, 277 = ie eS" [cos(sen t) + 7sen(sen t)| dt, luego 


20 27 
2 = | es" cos(sent)dt y 0= | e°" sen(sen t)dt. 
0 0 
De esta forma se tiene que 


2a 
at = | e°" cos(sen t) dt 
0 


wT 2a 
| e°" cos(sen t)dt + / e°* cos(sen t)dt, 
0 wT 


y como la funcidn coseno es una funcidn par, entonces Ae eS! cos(sen t)dt = 
2 
J-* es! cos(sen t)dt, por lo tanto 


| e°S? cos(sen 0)db = cr. 
0 
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8. Considere la funcién f(z) = =. 


a) Se satisface que J, flajdz = 0 para toda curva cerrada 7 (que no 
pasa a través del origen), pero no es analitica en z = 0. {Contradice 
esta afirmacion el teorema de Morera? 


b) La funcién f estd acotada conforme z — ov, pero no es constante. 
i Contradice esta afirmacién el teorema de Liouville? 


Solucion. 


a) No se contradice el teorema de Morera, ya que f no es continua en 
el interior de curvas que contengan al cero, pues f no esta definida 
en 0. 


b) No contradice el teorema de Liouville pues la funcién f no es entera, 
al no ser analitica en 0. 


9. iEs f 


e* 
|z|=1 22 


dz =0? jEs f/f 


COS Z — 
jel=1 2? 22 = OF 


Solucion. Por la formula integral de Cauchy, la primera integral es 


dri =e? ani = f < dz. 
|z 


|= 2 


Para la segunda integral, observe que si f(z) = cosz, entonces f’(z) = 
—sen z, por lo que f’(0) = 0. Luego, 
1 
0 = f'(0) = — Sed 


277% |z|=1 a 





10. Muestre que para curvas cerradas 7, y2 se tiene que 


I(—11, 20) = —I("1, 2) 


(m1 + Y2, 20) = (71, 20) + I (72; 20). 
Interprete geométricamente estos resultados. 
Solucion. Por definicién 


1 dz 
I(—1, 20) = a: 
—7V1 


Qni B= Hy: 
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Como des fdz=-— ie fdz, entonces 
1 dz dz 
I(— 1, 20) = | = -{ = —I(41, 20). 
=, *y; 


277 4 eG 2 = Zo 








Andlogamente, por definicién se tiene que 


1 dz 
I(y1 + 2:20) = —/ 
7 


ATU ha Ane 20 





Usando que J, faz= Joy fdz+ Pes fdz se tiene que 


1+ 72 


I(y1 + Y2, 20) = 1(M1, 20) + 192, 20). 


2.5. El teorema de modulo maximo y funciones 
armonicas 


Una de las consecuencias mas importantes de la férmula integral de Cauchy 
es el teorema del mdédulo maximo, también llamado el principio del mddulo 
maximo. 


Teorema 2.5.1 (Principio del médulo maximo, versidn local). Sea f analiti- 
ca en una regién A y supongase que |f| tiene un maximo relativo z € A. 
Entonces, f es constante en alguna vecindad de zo. 


Teorema 2.5.2 (Principio del médulo maximo). Sea A un conjunto conexo, 
abierto y acotado, y sea f : A— C una funcion analitica en A y continua en A. 
Sea M el maximo de |f(z)| en la frontera de A, es decir, M = sup |f(z)| para 
z en la frontera de A. Entonces, 


1. |f(z)| <M para toda z € A. 
2. Si|f(z)| = M para alguna z € A, entonces f es constante en A. 
Una de las aplicaciones del teorema del mdédulo maximo es el siguiente resultado. 


Teorema 2.5.3 (Lema de Schwarz). Sea f analitica en el disco abierto uni- 
tario D) tal que |f(z)| < 1 para z € D y f(0) = 0. Entonces | f(z)| < |z| para 
toda z € D y|f’(0)| < 1. Si |f(zo)| = |zo| para algtin 2) € D, z 4 0, entonces 
f(z) = cz para toda z € D y para alguna constante c, con |c| = 1. 
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Se mencion6o anteriormente que si f = u + iv es una funcion analitica, entonces 
u, uv son funciones arménicas. De hecho el reciproco también es cierto. 


Proposici6n 2.5.4 Sea A una region en C y sea u una funcidn arménica, dos 
veces continuamente diferenciable en A. Entonces u es C™, y en una vecindad 
de cada punto z € A, u es la parte real de alguna funcidn analitica. Si A es 
simplemente conexo, existe una funcion analitica f en A tal queu = Re f. 


La importancia de la proposicidn anterior es que nos permite mostrar algunos 
resultados de funciones analiticas para funciones arménicas, como el resultado 
siguiente o el principio del médulo maximo para funciones armonicas, tanto en 
su version local como en la general. 


Propiedad del valor medio para funciones armOnicas. Sea wu una funcidn 
armonica en una regidn que contiene un circulo de radio r alrededor de z = 
Xp + iyo y a Su interior. Entonces 


1 


Qn 
u(xo, Yo) = =| u(zo + re’) d6. 
0 


Un problema muy importante en matematicas y fisica, es llamado el problema 
de Dirichlet: Sea A una regién acotada y abierta y sea wp una funcidn continua 
dada en fr(A). Encuentre una funcidn de valores reales u en A que es continua 
en A y armonica en A, y que es igual a uo en fr(A). 

A pesar de que la solucién del problema es complicado, la unicidad es facil de 
mostrar. Cuando la regién A es un disco abierto, la soluciédn al problema de 
Dirichlet se puede encontrar explicitamente. En ese sentido, se tiene el siguiente 
resultado. 


Formula de Poisson. Si wu esta definida y es continua en el disco cerrado 
{z €C | |z| <r} y es armonica en el disco abierto D,., entonces para p < r, 


u(pet) 7 2 =p" [ u(re’’) 
Qn Jo 12—2rpcos(é — 6) + p? 


A continuacién presentamos una serie de problemas relacionados con los resul- 
tados de esta seccidn. 


1. Encuentre el maximo de | cos z| en [0,27] x [0, 27]. 
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Solucién. Se tiene que cos z es una funcidn entera, y entonces se puede 
aplicar el principio del mdédulo maximo, el cual dice que el maximo ocurre 
en la frontera del cuadrado. 


Ahora, usando que cos z = cos (x + iy) = cos x cos (iy)+é sen x sen (iy) = 
cos x cosh y — isen x senh y, se tiene que 


|cosz|? = cos? x cosh” y + sen? x senh? y 





= cos’ «cosh? y + (1 — cos” x) senh? y 
= cos x(cosh? y — senh? y) + senh? y 


= cos? +senh? y. 


En la frontera y = 0, | cos z|” tiene como maximo 1; para x = 0 el maximo 
es 1+ senh?(27), ya que senh? y crece con y; para x = 2m el maximo 
es otra vez 1 + senh?(27); para y = 27, el maximo es 1 + senh?(2r). 
Asi, el maximo de |cosz|? ocurre en x = 0, x = 27 y y = 27 yes 
1+senh?(27) = cosh?(27/). Por lo tanto, el maximo de | cos z| en [0, 27] x 
[(0, 277] es cosh (27). 


2. a) Muestre que para |z| < R, la transformacién 


R(z — 20) 


T:z7- 
R? —%Hz 


envia el disco abierto de radio R, en forma uno a uno y sobre, en e 
disco de radio 1 y envia 2p al origen. 


\ 


b) Suponga que f es analitica en el disco abierto |z| < Ry que | f(z)| 
M para |z| < R. Suponga también que f(z) = wo. Muestre que 


M{f(z) _ Wo] 
M? — tof (z) 


R(z — 2) 
R2 —%z 





: 





Solucion. 











a) Se tiene que mostrar que 7 : Dr — Dy es biyectiva, donde Dr = 
{z €C: |z| < R}. Es directo ver que T(z) = 0. 
Sea z tal que |z| = R, entonces z- 2 = |z|? = R?. Como T(z) = 


R(z—z0) R(z—20) 
R*—Z2z' ZZ—Zoyz 


2 =a. 





— Riz—z0| __ Rlz—z0| 


se tiene que |T'z| = = ig=al = Ale=al 











= 1 para 








90 


Luego, T’ manda la frontera de 














Teorema de Cauchy 


)p en la frontera de D. Por el teorema 


del médulo maximo si |z| < R, entonces |7T(z)| < 1, por lo que en 
efecto T.: Dr — D. Para ver que T’ es biyectiva, defina S(z) = 


R?22+Rz0 
zozt+R 


To S(z) =z, es decir S = 

















. Luego, es posible ver que S': 


ets 














d, > Dry que SoT(z) =z, 


b) Por hipotesis f : Dr > Dy con f(z) = wo. Sea Tr : De > Dj dada 





por Tr(z) = a) y 


Entonces, g = Tyo foT,' 
Tu Oo f (Zo) = Tu (wo) = 0). 





:D, > 















































pe. as 


Ta| 


3. 





Tu : Dy — D, dada por Ty(z) = Mao) 


M?2-woz 


D1 con g(0) = Tuo f oT; (0) = 














Vi 


[ti 


Dy 














Por el lema de Schwarz, se tiene que |g(z)| < |z| es decir |Thy 0 f 0 
Tp (z)| < |z|. Siw = Tz'(z) entonces Tr(w) = z y |Tur 0 f(w)| < 


|Tr(w)|, luego 


M (fe 


= Wo) 
M? — wof (z) 





. | 


R(z — 2) 
Re - 20% 





3. Sea u armonica en la regidn acotada A y continua en A. Entonces mues- 
tre que u alcanza su minimo Unicamente en fr(A), a menos que wu sea 


constante. 


Solucién. Como u : A — Res continua y armonica en A, entonces —u : 
A —» R también es continua y armonica en A. Por el principio del maximo 
para funciones armonicas, existe MM el maximo de —u en OA, es decir, 
—u(x,y) < M para toda (x,y) € A y si —u(x,y) = M para alguna 
(x,y) € A, se sigue que —u es constante en A. 


Por lo anterior u(x, y) > —M para toda (x,y) € Ay si u(z,y) = —M 
para alguna (x,y) € A, entonces —u(x, y) = M, de donde u es constante 


en A. 


4. Encuentre el maximo de u = Re(z*) en el cuadrado unitario [0, 1} x [0, 1]. 
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Solucién. Sea z = x + iy, entonces 22 = x? — 32ry? + i(3x7y — y%), 
luego u(x,y) = Re z? = x° — 3xy?. Para encontrar el maximo de wu en 
[(0, 1] x [0,1] sdlo se tiene que analizar la frontera del cuadrado unitario. 


Pata 0) ita) = aS 1 para = 0, ay) = 0. Para aS: 
Uy) =e =32 2° <I parar= Lue) = 1-39" < 1: Porlo 
tanto, el maximo de u = Re 2° es 1. 


5. Muestre que u(z,y) = log,/x?+y? es arménica, pero que no tiene 
arménica conjugada en C \ {0}. 


Soluci6n. Como u(x, y) = log \/x? + y?, entonces 











<a 
Ou _ 3 (@? ty?) 72a x Ou _ y 
Ox f/e+y r+y?? Oy «wt+y? 
Oi Gry aan) aa 
Oxr2 = (x? y?) = (a? a y2)2’ 
Ou (se +y)—yQy)_ 2’ -y? 
Oy? - (a? ie y?) — (x? fe y2)2 


Por lo tanto, vy + 4 =), de donde wu es armoénica en C \ {0}. 


En el ejemplo resuelto 1.5.21 en [6] se muestra que la conjugada arménica 
de u tiene que ser v(x, y) = tan! (4) que no esta definida en todo C\ {0}. 


6. a) Demuestre que 


20 2a 
(oe 
9 RR? —2rRcos(O—¢)+r 
para R >r y cualquier @. 


b) Resuelva directamente el problema de Dirichlet con la condicién de 
ser acotada wo(z) = x. Deduzca para r < 1, 


Lape (1 — r?) cos6 
coe ma 1 — 2r cos(6 — ¢) Oa 


Solucion. 
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Teorema de Cauchy 


a) La formula de Poisson permite encontrar una solucién del problema 
de Dirichlet para el caso en que la region es un disco. Es decir, si wo 
es una funcion continua definida en el circulo de radio R, entonces 
una soluci6n al problema de Dirichlet esta dada por 


Dee 2 pad! 2a 10 
u(re’?) = aa | se NE aoe dé. 
2n = Jo =R? — 2rRceos(@ — d) +r? 


Si se considera ua = 1, entonces por la unicidad del problema de 
Dirichlet, se tiene que wu = 1, de donde 


20 Doin pd 
i: ee a e 
9 R?—2rRcos(O— ¢) +r 


b) De la formula 


u(re’®) = We i‘ het = UE ee do 
On Jy =~ R2 —2rReos(O—¢) +r?” 





se obtiene para up(z) = z, R= lyr < 1, que u(z) = =z por la 
unicidad del problema de Dirichlet y que 


1 i (1 — r?) cos 6 
rcos¢ = — tl. 
2n Jo 1-—2rcos(@—¢)+r? 


7. Demuestre el teorema de Hadamard de los tres circulos: Sea f analiti- 


ca en una region que contiene al conjunto R = {z | r; < |z| < r3}, donde 
O0<ry <1r2 < 73. Sean M,, Mz, M3, los maximos de |f| en los circulos 
|z| = 11, T2, 73, respectivamente. Entonces 


log() log(3) | log(=) 


Solucién. Sea s = pera ogrh 
og r3—log ri 


mostrar es equivalente a 


, entonces la desigualdad que se quiere de- 


log Mz < (1 — s) log M, + slog M3. 


Sea @ un numero real, defina la funcién u(z) = alog|z| + log|f(z)|, la 
cual es arménica (ver ejercicio 5 de esta seccién) fuera de los ceros de 
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f. Cerca de los ceros de f, la funcién w tiene valores grandes negativos. 
Luego, por el principio del mddulo maximo para funciones arménicas, wu 
alcanza su maximo en la frontera del anillo R, especificamente, en los dos 
circulos |z| = 11 y |z| = rs. 


Entonces 
a log |z| + log |f(z)| < max{alogr, + log M1, a log r3 + log M3}, 
para toda z € R. En particular, se tiene la desigualdad 


alog rg + log Mz < max{alogr; + log M,, alogr3 + log M3}. 


Ahora, sea a el nimero real tal que los dos valores dentro del parentésis 
en la parte derecha de la desigualdad, sean iguales, es decir, 
_ log M3 — log My 


log r; — log r3 
Luego, de la desigualdad anterior, se obtiene que 
log Mz < alogr; + log M, — alogra, 
y sustituyendo el valor de a se tiene el resultado deseado. 


8. Demuestre que si u : C — R es continua y satisface la propiedad de valor 
medio, entonces u € C™ y es armonica. 


Solucién. Se mostrard que wu es armonica en cualquier disco D de radio 
r con centro en 0. Por la solucién al problema de Dirichlet en un disco 
abierto, existe una funcidén continua w : D —> R, la cual es arménica en D 
y coincide con wu en la frontera de D. 


Como w es arménica, satisface la propiedad del valor medio, por lo que 
también u — w satisface la propiedad, ademas u — w = O en la frontera 
de D, y como la propiedad del valor medio es suficiente para tener el 
principio de mddulo maximo, entonces u = w en todo D. En particular, u 
es armonica. 


9. La funcién f(z) es analitica en todo el plano complejo, e Imf < 0. De- 
muestre que f es una constante. 
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Teorema de Cauchy 


Solucion. Sea f(z) = u-+ iv, entonces —if(z) =v — iu, luego 
je*#@)| ee eo 
e 


ya que Imf < 0. Por el teorema de Liouville se concluye que e~“/(*) es cons- 
tante, por ser una funcidn entera y acotada. Pero si e~“/(*) es constante, 
es inmediato ver que f es constante. 





Capitulo 3 


Representacion en series de 
funciones analiticas 





Existe una forma alternativa de definir una funcidn analitica. En algunos trata- 
mientos de la teoria de funciones complejas, una funcién f es llamada analitica 
si localmente se representa como una serie de potencias. Si esto se puede hacer, 
esta serie debe ser la serie de Taylor de f. 


3.1. Series convergentes y funciones analiticas 


La nocidn de convergencia de sucesiones nimericas complejas, asi como la de 
convergencia de sucesiones de funciones de variable compleja, son las mismas 
que las del calculo real. Para determinar convergencia, se pueden aplicar los 
criterio de la razon, de la raiz y de Cauchy, por mencionar algunos. Ademas, se 
tiene también la nocién de convergencia uniforme para sucesiones de funciones 
complejas y de series de funciones complejas, donde es posible usar el criterio de 
Cauchy para determinar este tipo de convergencia. 


Un resultado importante en convergencia es el siguiente. 


El criterio \/ de Weierstrass. Sea g,, una sucesién de funciones definidas en 
un conjunto A C C. Suponga que existe una sucesién de constantes M/,, > 0 tal 
que 
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1. |gn(z)| < Mn para toda z € A. 
2. So, M, converge. 


Entonces 5>_, gn converge absoluta y uniformemente en A. 


El resultado mas importante en esta seccidn tiene que ver con la convergencia 
de funciones analiticas. 


Teorema de convergencia analitica. 


1. Sea A una region en C y sea f,, una sucesion de funciones analiticas defini- 
das en A. Si f,, —> f uniformemente en cualquier disco cerrado contenido 
en A, entonces f es analitica. Mas aun, f’ —> f’ puntualmente en A y 
uniformemente en cualquier disco cerrado en A. 


2. Si gx es una sucesién de funciones analiticas definidas en una region A 
CO . . . 
en C y g(z) = Sop, 9n(z) converge uniformemente en cualquier disco 
A / Sea co / 
cerrado en A, entonces g es analitica en A y g'(z) = )o7-, g,(z) converge 
puntualmente en A y también uniformemente en cualquier disco cerrado 
contenido en A. 


Veamos algunos ejemplos. 


1. Sea c una constante compleja. Defina una sucesién por medio de zp = 0 y 
a4=cyparan>1, zn41= 22 +0. 


a) Muestre que si |c| > 2, entonces lim,_,.5 2, = 00. (Sugerencia: Haga 
r = |c|—1yy use induccién para mostrar que |z,| > |c|r”~! para toda 

b) Muestre que si |c| < 2 y existe un valor de k con |z;,| > 2, entonces 
limpsoo Zn = 00. (Sugerencia: Haga r = |z| — 1 y muestre que 
I2eap| > [2a|r® para toda p > 0.) 


Observacion: Aquellos valores de c para los cuales la sucesion z,, definida 
en este problema, permanece acotada, forman un conjunto muy interesante 
con varios patrones agradables, llamado el conjunto de Mandelbrot. 


Solucion. 
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a) 


2. a) 


Sea r = |c| — 1, muestre por induccién que |z,| > |c|r”~! para 
n > 2. Para n = 2 se tiene que z2 = z? +c =c? +c, luego como 
|c? + e| > |e|? — |e], entonces |z2| > |elr = |c|({e| — 1). 


Suponga que |z,,| > |c|r"~!, entonces se tiene que mostrar 
lzn41] = [zn + ¢| > lel”, 
pero se tiene por hipdtesis de induccién que 
lzn + e| = len]? — lel > |el’r?? — el = [el(elr"-? — 1). 


Luego, se tiene que mostrar que |c|(|c|r2”~? — 1) > |c|r”, 0 equiva- 
lentemente que |c\r?"-2 — 1 > r”, lo cual es cierto para n > 2, lo 
que termina la induccion. 

Por lo tanto, como |c|r”~' — oo cuando n + oo, ya que r > 1, se 
concluye que z,, —> oo cuando n —> oo. 


Sea r = |z,| — 1, muestre que |z,4,| > |z,|r? para toda p > 0. Para 
p = 0, se tiene que |z;| > |z«|, lo cual es cierto. Para p = 1, se 
debe mostrar que |2%41| > |zx|7, lo cual es equivalente a mostrar que 
|2zz-+c| > |zn|(z~e—1). Pero |z2+¢| > |ze|? — |e] > |zx|? —|zx| donde 
la ultima desigualdad es cierta si y sdlo si |z;,| > |c|, la cual es cierta 
ya que |z;| > 2 > |cl. 

Suponga que |Zn+p| > |zx|r? y demuestre que |zx4p41| > |ze|r?t?. 
Observe que 


cs Ze+pl? = e| 
> |zl?r?? — | 
2 


|z,|r?**, 


Ize+p+il = IZk4p + €l 


donde la ultima desigualdad es cierta ya que |z,| > 2yr> 1. 


Por lo tanto, como |z,4,| > |z«|r?, para todo p > 0, se tiene que 
Zn, —> 00 cuando n — oo. 


Muestre que la serie )°~ 5 = converge en el conjunto 


C\ {z = ni | n es un entero}. 
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b) 


Representaci6on en series de funciones analiticas 


Muestre que la convergencia es uniforme y absoluta en cualquier disco 
cerrado contenido en esta region. 


Solucion. 


a) 


Sea z = x +iy, entonces la desigualdad |n” + z| > n? es equivalente 
a la desigualdad 2n?x + x? + y? > 0, la cual es cierta si x > 0. 

Considere z tal que Re (z) > 0 y z # ni, para toda n € Z. Lue- 
go, |n? + z| > n?, entonces =e < SG = May OM, = 


n2+z| 
ae converge. Por el criterio de comparacién se tiene que la 
serie sioe 0 pap Converge absolutamente, y por lo tanto, converge. 


Ahora, considere el caso donde Re (z) < 0. Se tiene que 
|n? + 2] > |Re (n? + z)| = |n? + a]; 


como (1—x)/2 > 0, existe no € N tal que np > (1 — x) /2, es decir, 
para toda n > no se tiene que |n? + 2| > (n — 1)?. Por lo tanto, 
para toda n > no se tiene que |n? + z| > (n — 1)?. Nuevamente, se 
puede aplicar el criterio de comparacion para asegurar la convergencia 
absoluta de la serie )7°_, - —, ya que >>>, Mn converge, donde 


1 


Sea D un disco cerrado contenido en A = {z € C | Rez > 0,lmz F 
ni, para toda n Le Z}. Luego, |n? + z| > n? para toda z € D, 
entonces 7 Wal ‘< <4 = My Oy Mn = SL, & converge. Por el 
criterio M/ de Weierstrass se tiene que la serie 5>~~ 
absoluta y uniformemente en A. 


7-0 Eee converge 


Ahora, considere un disco cerrado D contenido en B = {z € C| Re(z) < 


O}. Sea vp = min {Re(z) | z € D}. Ya que 
|n? + z| > |Re (n? + z)| = |n? + 20] 


y como (1 — 2)/2 > 0, existe no € N tal que np > (1 — 20)/2, 

es decir, para toda n > no se tiene que |n? + x| > (n — 1). 

Por lo tanto, para toda n > no y para toda z € D, se tiene que 

|n? + z| > (n — 1)?. Nuevamente, se puede aplicar el criterio M de 

Weierstrass para asegurar la convergencia absoluta y uniforme de la 

serie no WEES en B, ya que >>", Mn converge, donde M,, = 
1 


WP 
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Para terminar, note qua AU B=C\ {z = ni | n es un entero}. 


3. a) Muestre que la sucesién de funciones f,,(2) = cos (£) converge uni- 


b) Muestre que converge puntualmente a 1 en todo R. 


formemente a la funcién constante f(x) = 1 para x € [0,7]. 

















c) jLa convergencia es uniforme en todo R? 


Solucioén. 


a) Observe que |1 — f;,(x)| = |1 — cos (4) | = 1—cos(#) < (2) 


Para verificar la desigualdad, se considera la funcién g(a) = = ( 
1 —cos (#), luego al calcular la derivada se obtiene que g/(x) = 4 — 
+ sen = la cual es siempre positiva ya que x > sen x para x € (0,7, 
1 ay ay : : : 

es decir, g es una funcion creciente, por lo que se tiene la desigualdad 


considerada. 
Por lo tanto, para x € [0,7], se tiene que 


nme es (5) <a (FG) 


de donde la convergencia uniforme. 


Segunda solucion. Del calculo real, se tiene que cos 6 es decreciente 
y cos9 <@+1 para 0 < 0 < a. Luego, para x € [0,7] yn > 1, se 
tiene que | f,(x) — f(a)| = |cos(#) — 1] < |cos (7) — 1] < 4. Por 
lo tanto | fn(x) — f(x)| < € siempre que n > max(1, *). 


Como = — 0), cuando n — oo, y cosa es una funcidn continua, se 


tiene que cos (2) — cos0 = 1 cuando n > oo para toda a € R. 





Para ver que la convergencia no es uniforme en todo R, note que en 
= 1 mn\ _ = 

los puntos 7 = 7 -n, se tiene que cos (=*) = cosa = 0, por lo que 

la convergencia falla ser uniforme en estos puntos. 


4. Demuestre que 


co 


=> 


n=1 


no converge uniformemente en A = {z | Rez > 1}. 
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Solucion. Note que si z = x es real, la serie toma la forma 


=e 
o(x) = es 


Para x > 1, se sabe que la serie converge, ademas ¢(x) — oo, cuando 
x —> 1, ahora vea que la serie no converge uniformemente en (1, co). 


Si S772, ax converge, demuestre que a, — 0. Si 37°, gx(z) converge 
uniformemente, muestre que g;,(z) — 0 uniformemente. 

Solucion. Suponga que )>;~ , a, converge, es decir la sucesién de sumas 
parciales 5, = ) ;_, dx converge, por lo que es una sucesién de Cauchy. 
Luego, para toda € > 0 existe una N € N tal que sin > N implica que 


n+p 


[Sntp — Sn| = S- ap] <€,  paratodap=1,2,3,.... 
k=n+1 


Con p = 1, se tiene que si n > N entonces |a,44| < €, luego a, > 0. 


Si So. gk(z) converge uniformemente, por el criterio de Cauchy, se 
tiene que para toda € > 0 existe una N € N tal que sin > N implica que 


n+p 
eS gn(z)| <€, para toda z y para toda p=1,2,3,.... 
k=n+1 


Nuevamente, haciendo p = 1, se tiene que sin > N entonces |gn41(z)| < € 
para toda z, es decir, g,(z) — 0 uniformemente. 


Muestre que 





ancl 
Ss nize 
n=0 


es analitica en C \ {0}. Calcule su integral alrededor del circulo unitario. 


co ge 
n=0 nl! 


Solucién. Como e* = >> es analitica en C, entonces 
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es analitica en C \ {0}. Ahora 


“1 fil 
= — | —d 
a 4 lan 2. yn 





= i= 


El hecho de que se pueda sacar el simbolo de la suma de la integral, se 
justifica por la convergencia de la serie en todo C. La ultima igualdad se 
debe al hecho de que para n > 2, la funcidén aa tiene antiderivada, y como 
la curva es cerrada, la eat es cero. 


Por lo tanto, f) >77 de 20%. 





n=1 as 


7. Demuestre que la serie 


ail 


ae 


n=1 
converge tanto en el interior como en el exterior del circulo unitario y 
representa una funcidn analitica en cada ices 


— 1 
Solucién. Observe que siempre se tiene que cox = ane 


Para el caso |z| < 1, 
2h 2"| Sle" — le" Se - 1 2 1/2, 


a partir de cierta n, entonces 


n 


z 


pea Seals 





Como la serie }>~_, |z|" converge, entonces por el criterio de comparacion 
para series, se tiene que la serie )>>°, >; converge absolutamente en 
|z| < 1, de donde también se tiene la convergencia de la serie. 


En el caso |z| > 1, como 


Je" + 2] > 2] — |e "| 2 |2"| -— 1 |2"1/2, 
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a partir de cierta n, entonces 


n 


1 


ze +z" 


2 
a 


[21 


Zz 
1+ 22 











oo 1 
n=l [el 


Como la serie }> converge, entonces por el criterio de comparacion 
para series, se tiene que la serie }-~ , Taam converge absolutamente en 


|z| > 1, de donde se tiene la convergencia de la serie también. 


Como las series }>~, |z|" y D2, a convergen uniformemente en discos 


























cerrados contenidos en D, y C \ Dy, respectivamente, entonces lo mismo 
es cierto para la serie )> 2 


co 
n=1 1422” : 


Por lo tanto, la serie representa una funcidn analitica en cada region. 














. Sea f una funcidn analitica en el disco Dy = {z € C | |z| < 2} tal que 


|f(z)| < 7 para toda z € Dy. Demuestre que existe una 6 > 0 tal que si 
zi, 22 € Dy y si |z1 — | < 6, entonces |f(z1) — f(z2)| < 4. Encuentre 
un valor numérico de 6 independiente de f, que tenga esta propiedad. 

















Solucion. Por hipotesis, se tiene que f : D2 — Dy es analitica, donde D, 
es el disco abierto con centro en 0) y radio 7. En particular, f : D,; — D7 


es continua con dominio un conjunto compacto, por lo que f en ID; es 
uniformemente continua. Luego, para ¢« = a existe 0 > 0 tal que si 


21, 22 € Dy con |z — 2| < 6, entonces | f(z1) — f(z) | < Z. 

















Usando la formula integral de Cauchy, se tiene para 21,22 € Dj, y para 
y(t) = 2e con t € [0,27], lo siguiente 
£2) 


Sr gle Soon Oa 


200 Jy 2 — 21 201 Jy 2 — 20 


f(A) 
gp 
a 


|f (21) — f(z)| = 











lA 


lA 
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10. 


3.2. 


de 
| > To 
se obtiene el 


Ahora, para que |f(zi) — f(z2)| < 75 se necesita que 14- |z — z| < 
entonces |z; — 22| < 745. Por lo tanto, si toma 6 = 
resultado. 


. Demuestre que f,, — f uniformemente en cualquier disco cerrado en una 


region A si y solo si f,, — f uniformemente en cualquier subconjunto 
compacto (cerrado y acotado) de A. 


Solucién. Si f,, + f converge uniformemente en un subconjunto compacto 
de A, el resultado es inmediato ya que todo disco cerrado en A es un 
compacto en A por ser acotado. 


Reciprocamente, si f, — jf converge uniformemente en cualquier disco 
cerrado en una region A, y como cualquier compacto puede ser cubierto por 
un numero finito de discos cerrados, entonces también f,, — f converge 
uniformemente en el compacto. 


Sea f,, analitica en una regién acotada A y continua en cI(A), n = 
1,2,3,.... Suponga que la sucesién de funciones {f,,} converge unifor- 
memente en fr(A). Entonces demuestre que la sucesién de funciones { f,,} 
converge uniformemente a una funcidn analitica en A. 


Solucién. Como la sucesién de funciones { f,,} converge uniformemente en 
fr(A), se tiene que para toda « > 0, existe NV EN, tal que sin, m > N, 
entonces |f,,(z) — fim(z)| < €, para toda z € fr(A), es decir, la sucesién 
es uniforme de Cauchy en la fr(A). 


Para todas n, m > N, se tiene que las funciones f,, — f, son analiticas en 
A, y alcanzan su maximo en la fr(A). Si D es un disco cerrado contenido 
en A, por el principio del médulo maximo, se tiene que | f,,(z) — fin(z)| < € 
para toda z € D. Por lo tanto, la sucesién {f,,} es uniforme de Cauchy 
en D, luego converge uniformemente en D. Por el teorema de convergen- 
cia analitica, tenemos que {f,,} converge uniformemente a una funcidn 
analitica en A. 


Series de potencias y el teorema de Taylor 


Una serie de potencias es una serie de la forma 


CO 
S- An(z — 29)” 
n=0 
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donde 2g y todos los a,, son nimeros complejos fijos. Este tipo de series convergen 
en discos abiertos como se enuncia a continuacion. 
Teorema de convergencia de series de potencias. Sea )7~_) dn(z—20)" una 


serie de potencias. Existe un unico numero R > 0, posiblemente oo, llamado el 
radio de convergencia, tal que si |z—zo| < R, la serie converge y si|z—z| > R, 
la serie diverge. Mas aun, la convergencia es uniforme y absoluta en cualquier 
disco cerrado en A= {z € C | |z — zo| < R}. En caso de que |z — z9| = R no 
se puede hacer un enunciado general de convergencia. 


Combinando los teoremas de convergencia analitica y de convergencia de series 
de potencias, podemos deducir lo siguiente: 


Analiticidad de las series de potencias. Una serie de potencias }>~ 4 an(z— 
zg)" es una funcidn analitica en el interior de su circulo de convergencia. 


Teorema 3.2.1 (Taylor) Sea f una funcidn analitica en una regidn A. Sea 
z € Ay sea A, = {z € C| |z — 2| < r} contenido en A (es posible que 
r=oo, A, = A=C). Entonces, para cada z € A,, la serie 


02 £(n)(~ 
So . Oy — x9)" 
n=0 , 


converge en A,. (es decir, tiene un radio de convergencia mayor o igual que r ), 
y tenemos que 


© FO (zy 
iQ = Fe ayn 


La serie anterior es llamada la serie de Taylor de f alrededor de zg. 


1. Encuentre el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de 
potencias: 


oie 
n=0 142”° 


Solucion. 
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a) Usando el criterio de la razon sea ay = n?, entonces 
2 2 








5 n , n 
lim AD = lim oa ye 
1 
lim —————- = _ ] 


Por lo tanto, el radio de convergencia es 1. 


an aN 
b) Sea or? 5 Se = oo (=) , entonces para que se de la convergen- 








: 2 . a 
cia = <1, por lo que |z| < 2. Por lo tanto, el radio de convergencia 
es 2. 
; § 
c) Se tiene que lim, ah = lim, 7 = 0, por lo tanto, el radio 
convergencia es 0. 
“ pesud “ 149741 “ grt? 
d) Como limn—soo 7 = limp—soo Ta = limp—soo et = 2. se 
1-2n+1 2 





tiene que el radio de convergencia es 2. 


2. Establezca la serie de Taylor para: 


a) f(z) =senz. 


b) g(z) 


= cos Zz. 
c) h(z) = (1+ z)®, usando la rama principal con a € C fija. 


Solucién. La expansion en serie de Taylor de una funcién analitica alrededor 
de zp es 
> £ (20) | 
f(z) =>) —“@ - 2) 


| 
=O n: 


a) Sea f(z) = senz y 2 = 0, se tienen que calcular las derivadas 
de la funcién y evaluar en z = 0. Como f(z) = senz, f’(z) = 
cos z, f"(z) = —senz, f®(z) = —cosz, f(z) = senz, entonces 
f(0) =sen0 = 0, f’(0) = cos0 = 1, f”(0) = —sen0 = 0, f® (0) = 
—cos0 = —1, f(0) = sen0 = 0, y de aqui se repite cada cuatro 


derivadas. 
Por lo tanto, 
2 2 yl 0° y2n-l 
a eee SS eI ce _7)yrtl_* 
ene 2 at ep b= Dl ay 


n=1 
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b) Sean g(z) = cos z y zo = 0, entonces 





Oe)? = COsZ g(0) = cos0O=1 
g(z) = -senz g(0) = —sen0=0 
g"(z) = -—cosz g"(0) = -—cos0=-1 
g)(z) = senz g®)(0) = sen0=0 
g(z) = cosz g(0) = cos0=1. 
Por lo tanto, 
eo age) oar 
c) Sean A(z) = (1+ 2) y 2 =0, entonces 
h(z) = (1+2z)*, h(O)=1 
Wiz) = a(l+z)*", h(0)=a 
A(z) = (a\(a—-1)\(14+2)%? 
R"(0) = (a)(a—1) 
hP(z) = (a)(a—1)(a-2)(1+ 2)°4 
AO) = (a(a—(a—2) 
A%(z) = (a)\(a—1)(a—2)(a—3)(1+ 2)? 
h4(0) = (a)(a—1)(a— 2)(a—3). 
Por lo tanto, 
ata = 14a0¢ Wlle—D,s , le Nie-9 
pala Wa= a= 3), 


Por otro lado, se tiene que (°) = este pean!) 


Cee ny ie 


, por lo tanto, 


3. Calcule los primeros cuatro términos de la serie de Taylor de f(z) = 
alrededor de z) = 0. {Cual es el radio de convergencia? 


= 
1+e? 
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Solucién. Se calculan las tres primeras derivadas de f: 


1 Dieter pee © at 
" a der 2 e* " —_ 
Pun (+e)? (1+e7)”’ i 
i a 6e%” 6e?? a 6e* m ae! £ 
Gee Gaey Geer? “8 


De donde f(z) = pie =5-—GetgRet--. 


La funcién f(z) = eed no es analitica en {z € C | e* + 1 = O}, esto es 
si e* = —1, luego e** = 1. Se sabe que e” = 1 si y sdlo si w = 2zrin. 
Entonces existe n € N tal que 2z = 277n, de donde z = min, con n impar. 
Asi que el radio de convergencia es 7. 


4. Calcule la serie de Taylor de las siguientes funciones alrededor de los puntos 
indicados: 


a) senz”, z =0. 


b) e**,. 25 =0. 
Solucion. 


a) Recuerde que senw = >, (pe. haciendo el cambio de 


variable w = z”, se tiene que 


oo g2n—-1 
Dine _4)nt1_# 
sen z a (—1) (On —1) 





Por lo tanto, sen z? = S>°°, (—1)""! a 


b) Como e” = 7°, “, con el cambio de variable w = 2z, se obtiene 


que e?? = 57° ce 


n=0 n! 
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5. Sean f(z) = ry Anz” y 9(z) = oy bnz™ Convergentes para |z| < R. 


Sea ¥ un circulo de radio r < R y defina 


ror=ds [ABa(3) 


Muestre que F(z) = yo. Gnbnz”. 
Solucién. Note que f™(0) = nlan y g™(0) = nlbp. Sea fo(z,w) = 
ei (4) para |z| < Ry w € 7, entonces fo es continua en z y w, 


277i Ww 


ademas si se fija w, fp es analitica en z. Por el ejemplo resuelto 2.4.15 en 


[6], se tiene que 
ee ee eee 
r= am f 7Po(z)« 
es analitica y 


175) . 2. f Pfo sh FIG) oh 2 
EOS BE ar 1, g (2) d¢. 





De hecho note que 


1 


Por la formula integral de Cauchy se tiene que 


| 
nlay = (0) = Po f Aha, 
or 





luego 


FM (0) = a / cal g C d¢ = a [ase = Filan be. 


Por lo tanto, F(z): = >.> Gan bn2”. 











i Cual es la falla del siguiente razonamiento? 


BS cog” : Le co dl 
Ya que e* = )>>, 4, se obtiene que e? = )7?".) =. Dado que esto 


converge (pues e* es entera) y ya que la expansién de Taylor es Unica, la 
ty 1 —n 
expansion de f(z) = e2 alrededor de z =O es S-~, 2 


n=0 n! ° 
Solucién. Se tiene que : no esta definida cuando z = 0, asi que no es 
analitica. 


3.2 Series de potencias y el teorema de Taylor 109 


7. Suponga que f(z) = >>>, an2” tiene radio de convergencia R y sea 
A={zEC||z| < R}. Sea z € Ay sea R el radio de convergencia de la 
serie de Taylor de f alrededor de zo. Demuestre que R—|zo| < R < R+|z9]. 


Solucion. Sean 2 € Ay r = R-— |zo|. Cualquier punto en el disco B = 
{z € C | |z — 20| < r} esta contenido en A, por lo que f es analitica en 


B. De hecho 
f(zZ) = Sane = S- an[(z — 2) + %)]” 
n=0 n=0 
= a Gs bs @ =| (z= 2%)" 
n=0 k=0 
= >. = An fe) ay *(z — 20)" 
k=0 n=k 
= S- Ax(z = zo)*, 
k=0 
donde 


A, = s An @ yee 


Para justificar el cambio de orden en la serie iterada, basta demostrar la 
convergencia absoluta como sigue. Si |z — zo| < r, entonces 


lo) n a et oo , 
ys [an ps (;) 20 i |z — z0|* = ye lan] [lzo] + lz — 20]] 
n=0 0 n=0 


k= 


donde la ultima serie converge ya que |zo| + |z — zo| < R. 


Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie de Taylor de f alrededor 
de z no es menor que R — |zo| = r, es decir, r < R. 


Ahora, sea s = R+|z0| y suponga que s < R. Entonces, A est4 contenido 
en el disco de convergencia de la serie de Taylor de f alrededor de zp). De 
la misma manera que antes, es posible mostrar que la serie de Taylor de 
f alrededor de 0 tiene radio de convergencia al menos R, lo cual es una 
contradiccion. 
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8. Sea f(z) = 3.) anz” una serie de potencias con radio de convergencia 
R > 0. Para cualquier curva cerrada yen A= {z €C| |z| < R}, muestre 


que eal = 0. 
a) Usando el teorema de Cauchy. 


b) Justificando la integracién término a término. 
Solucion. 


a) Como la serie f(z) = S729 anz” tiene radio de convergencia R, f 
es analitica en el disco con centro 0 y radio R. Como ¥ es una curva 
cerrada y esta contenida en ese disco, el teorema de Cauchy asegura 

ue la integral = 0). 
q gral ff =0 


b) Como la serie f(z) = S>>-.) nz” tiene radio de convergencia R, la 
serie converge uniformemente en cualquier disco cerrado con centro 
0 y radio r, con r < R, entonces 


[rome [Soer= Som fren 


n=0 


ya que cada z” tiene una antiderivada y 7 es una curva cerrada. 


sen Zz 


9. Encuentre los primeros términos de la expansion de Taylor de tan z = = 


alrededor de z = 0. 


Solucion. Sea f(z) = tan z y zo = 0, luego 


fz) =. tan, f(0) =0 
f(z) = sec*(z), (0) =1 
f'(z) = 2sec?(z) tan(z), f”(0) =0 
f(z) = 2sect(z) + 4sec?(z) tan?(z), f (0) = 2 
f(z) = 16sec*(z) tan(z) + 8sec?(z) tan?(z), f(0) =0, 


y de hecho f(9)(0) = 16. Por lo tanto, tan(z) = z+ 22 + 162) a 





10. Demuestre que una serie de potencias converge absolutamente en todo su 
circulo de convergencia, o en ningun lugar de éste. Dé un ejemplo para 
mostrar que cada uno de estos casos puede ocurrir. 
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11. 


Solucién. Considere la serie de potencias 


CO 
y An(z — 20)” 


n=0 


con radio de convergencia R. Para determinar la convergencia absoluta, se 
tiene que considerar la serie 


oo oo 
5 Janl|(2 — 20)!” = > lanl”, 
n=0 n=0 


la cual converge o diverge pues es una serie de numeros reales no negativos, 
por lo que se tiene el resultado pedido. 


Considere la serie )>>° , =, la cual tiene radio de convergencia R = 1, 
por lo que en el aie de convergencia, la serie de valores absolutos se 
convierte en ).~ la cual es convergente en todo el circulo de conver- 
gencia. 


n= ont 


Para el otro caso, considere la serie )7°_, 2” que tiene radio de conver- 
gencia R = 1; en este caso la serie no converge absolutamente en ningun 
punto de su circulo de convergencia. 


Sea f(z) = oo. y Gn2” convergente para |z| < R. Sid <r< R, muestre 
que f(z) = oy anr”e’"’, donde z = re” y para toda n EN, 





1 27 : . 
in = af f(re™)e"" do. (3.1) 


Ademas, muestre que 


1 20 ; 0° 
a |f (re!) |°ao = S> Ja, 2n- (3.2) 
n=0 


La ecuacion (3.2) es referida como el teorema de Parseval, y decimos que 
la ecuacién (3.1) expresa a la serie se Taylor como una serie de Fourier. 


Solucion. Sustituyedo z = re’ en f(z) = ~~, anz” es inmediato que 
y n=0 


f(z) = ye nae 
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Por la férmula integral de Cauchy, con (0) = re”, para 6 € [0,27], se 
tiene que 


An = rie’d6, 








OF 


n! D4 . yntl D4 pn+lei(n+1)6 


por lo tanto 





An = 


1 27 > a 
er uO: 
af eae 


Note que si z = re’’, entonces se tiene que 


FDP = Fre) Fre = (dom re) | bs autem) | 


n=0 n=0 


Como la integral ee ce" d@ = 0 para todo entero m 0, se tiene que 


1 mn i0\ |? i or 2.2n — 2 2n 
on , |f (re ya = = f lan|°r De ; 


Para mas detalles, ver problema 6 de la seccion 3.3. 


Calcule la expansion de Taylor de ¢(z) = S*~°., n~* alrededor de z = 2. 


Solucion. Por el ejemplo resuelto 3.1.15 de [6], se tiene que ¢(z) = 
yor n-* es analitica en la region A = {z € C | Rez > 1} con deri- 
vada ¢'(z) = — 0 (logn) n~. 

La serie de Taylor de ¢(z) alrededor de z = 2 es 


= S- An(z — 2)” 


donde 





Luego, se tienen que encontrar las derivadas de ¢(z), evaluadas en zp = 2. 
Como ¢/(z) = — 2, (logn) n~*, entonces ¢”(z) = S>°°, (logn)? n-* y 


en general 
CH) ( R re (log n)* 
n=1 
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Por lo tanto, al evaluar en z = 2 las derivadas, se obtiene que 


(2) = oale-2)"= 4 (eu py (2-2 


n n=1 





13. Encuentre una funcidn f tal que f(0) =1 y f'(a) = xf (x) para toda zx. 
Solucién. Sea f(z) = >>>? 4 anz”, con ap = 1 ya que f(0) = 1. 


También, f’(z) = S>°°, na,z”~*. Luego, de la ecuacién dada se tiene que 


CO CO CO 
y na,z” 1 =z y 2S y ie 


Lo anterior es equivalente a 
0 = a; + (2a — ag)z + (33 — a) z? + (dag — ag)z2 + --- 


donde el término general es [(n + 1)an41 — Gn—1]2” para n > 1. Entonces, 
ay = 0, 2aq — ao = 0, ee (n+ 1)an41 — Qn_1 = 0, Spe 





Es decir, @n41 = re para toda n > 1. Usando que ag = 1 se tiene que 

ay = 0, 2a = 1, 3a3 -a = 0, 4a4 —- ag = 0, iuthc\Por To tanto, Qen4+1 = 0 

para todan © Ny am = =p = FLIw) = 545. De donde se tiene 
2 


n 
que {(4)=14)77 jee = (=) =e. Por lo tanto, una 
2 


funcidn que resuelve la ecuacién pedida es f(x) = e 





3.3. Series de Laurent y clasificaci6n de singula- 
ridades 


El teorema de la expansién de Taylor no aplica a funciones como f(z) = t O 


a= < en Z = 0, pues no son analiticas en ese punto. Para tales funciones 
existe otra expansion, llamada la expansion de Laurent, que utiliza potencias 
inversas de z. Esta expansion es importante en el estudio de puntos singulares 


de una funci6én. 
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Teorema 3.3.1 (Expansién de Laurent). Sear, > 0,72 >r1 yor E Cy 
considere la region A= {z € C | r1 < |z — Z| < ro}. Se admite quer; =0 0 
rz = co (o ambos). Sea f analitica en la regién A. Entonces, podemos escribir 


co 


1(Z)= Sale a)+ oe 


donde ambas series en el lado derecho de la ecuacion, convergen absolutamente 
en A y uniformemente en cualquier conjunto de la forma By,» ={z€C| pi < 
|z — zo| < po}, donde r, < pi < po < 12. Siy es un circulo alrededor de z con 
radio r, conr, <1r < 19, entonces los coeficientes estén dados por 


1 £Q 


On = 5 Cay Oy 
1 re _ 


La serie para f en el teorema anterior es llamada la serie de Laurent o ex- 
pansion de Laurent alrededor de z en el anillo A. Ademas, la expansién de 
Laurent es unica. 


Es de suma importancia considerar el caso r; = 0, ya que entonces f es analitica 
en {z € C|0 < |z — 2| < ro}, la re-vecindad agujerada de zy y decimos que 
zo es una singularidad aislada de {. De esta forma, podemos expander a f en 
serie de Laurent como sigue: 


Fiasco — ha hate 


(z — 2)” z— %H 





+9 + a1 (2 — 29) +: aa(z— 20)? be <>, 


valida para 0 < |z — z| < ro. 

El coeficiente b, es de cierta relevancia y se le conoce como el residuo de f en 29. 
Su importancia radica en el hecho de que es suficiente conocer este coeficiente 
para calcular la integral de f sobre una curva cerrada, a este resultado se le 
conoce como el teorema del residuo. 


1. Encuentre la expansién en serie de Laurent de —+— alrededor de z = 0, 


z(z+1) 
valida en la regién 1 < |z| < oo. 
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Solucién. Sea 








1 1 1 
z(z+1) S 


I| 
Me 
| 
ae 
3 
oo NS 
Xx x 
pa 
to 
Na 


la cual converge ya que 1 < |z]. Por lo tanto, We) = =k) bee 


1 
2. Expanda —————————- en una serie de Laurent, en las siguientes regio- 
z(z —1)(z - 2) 
nes: 


a) Oe lel a, 

















Bb): Pe [leo 
Solucion. 
a) Note que 
1 1/1 £7 a 1 
2(z—1(z-2)  s- z\z-2 z-1/ z\l-z 2-2 
= tied 1 
~ g\1l—z 2(1—2/2) 
1/(— Lope 
ae oc) 
(OS oe 2 
= Nal oo a 
See a) 
n=0 n=0 
= 1 n-1 
- (-#e 
n=0 


co 


Por lo tanto, syq>3) = Lenco (1 — sax) 2"! cuando 0 < |2| < 
1. 
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b) Ahora para 1 < |z| < 2, se tiene que 














ae = : (=> a) = 2a) 
7 S (-srsyy a a) 
- (45(0)-55@") 
- (EQ 2E0) 


I 
Me S| 





3 
ll 
° 








Zn 


3 
ll 
° 


l 
Ma 
“7 ~ 

— 
© 

| 
Nl rR 


Cz 


, valida para 0 < |z| < 1, 
—Z 





3. Suponga que la serie de Laurent de f(z) = ] 


oo n 
OS Fo Cae Caleulet.9; C4. Coy Gyo: 


eZ . 1 a oo ni Sy 
Solucién. Para 0 < |z| < 1, se tiene que ~~ = )7?72)2”. También, 
i 1 1 i _ oo 1 oo M2 
ez = Lt ot gat sg t+ = Linmo aizw Por lo que po Cnt = 


co 1 n 
wee nizr * paar, a. 
Para calcular c_2, C_1, Co, C1, C2, se deben calcular los coeficientes de =, 


:, el término independiente, z, 27, respectivamente. 


Por ejemplo, para calcular c_2 se debe encontrar el coeficiente de + en 


So omer’ yo 2”, el cual despues de comparar términos, se obtiene que 


n=0 nizr 

es 
fcc «eh a 
are eae 


Andlogamente, se tiene c_) = 0,4 =e-lo= vr og =a= 
Cg = €. 


4. Demuestre, usando series de Taylor, la siguiente versidn compleja de la 
regla de L’Hospital: Sean f(z) y g(z) analiticas, ambas con ceros de 
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f(z) 
g(z) 


im £2) _ £20) 


0 9(2) gz) 





orden k en zo. Entonces tiene una singularidad removible, y 





Solucion. Como f y g son analiticas, ambas con un cero de orden k en Zo, 
se pueden escribir de la siguiente forma, f(z) = (z— 20)*h(z) donde h(z) 
a ()(z 
es analitica en zo, y h(z) = — 4 0; g(z) = (z — 20)*t(z) donde t(z) 
k 
es analitica en zo, y t(zo) = gh (eo) # (). Entonces 


f(z) _ (z= 20)*h(z) _ hz) 


g(z)  (z—a)Rt(z) tz) 
‘ f(z) _ f°) (zo) fe ; fz 
Por lo tanto, lim, 25 3 = Nan) y como el limite existe, entonces — 


tiene una singularidad removible en Zo. 








5. Si f es analitica en una region que contiene a un circulo y y a su interior, y 
tiene un cero de orden 1 Unicamente en 2 en el interior o sobre 7, muestre 


que 
seach aoe 
ani J F(z) 





Solucién. Como f tiene un cero de orden 1 en 2g, existe una funcidn 
analitica @ en una vecindad de zo, tal que f(z) = (z — z0)@(z), con 


(20) #0. Luego, f’(z) = (z — 20) G"(z) + O(z), por lo que 
pts = Ey esa ees se, 

















2nt Jy F(Z) 2ni (z — 20) d() 
= os 2@' 2) ae F de, 
2ri Jy (2) 277 Jy Z— 2 
Es cl + ff, #@az = h(z) = #@ litica. Adema 
s claro que =— J, ae) 22 = 0 ya que (z) Hey eS analitica. Ademas, 


si g(z) = 2, entonces g(zo) = Zo y utilizando la formula integral de Cauchy, 


se tiene 
1 
20 => 27 
2nt J Z— 2 


dz. 





Por lo tanto, zp = oa i Pape. 
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6. Para f como en el teorema de expansion de Laurent, muestre que si 7; < 
r <2, entonces 


20 oo bS 
i | f (20 + re) |"do On lage om Yb, 
0 


n=0 n=0 


Solucion. Por el teorema de expansion de Laurent, se tiene que 
CO 
n Bn 
= So an(z — 2)" + S- 7am Palate 2 = 20) < Po. 
n=0 (z = 20) 


Sea 2 = Zot re® con rT; <7 <p, luego f (zo tre”) = o>, an(re™”)" + 
or yz, donde la convergencia es absoluta y uniforme. Entonces 


n=1 wet 
Qn ye 
Po iieo+retypaa =f feo tre Fer remaa 
9 0 
27 co a oo b 
= a,(re’)” + Le : 
J (eee +d reap 
= = —10\n = bn 
Gn(re Pas ean do 
n=0 n=1 
mr lb 
- [Gere D Bt) 
2,,.2n lon |? 
= on Sa r +2n5~ or 
n=0 


Note que se ha usado el hecho de que 


20 es 
| a,(re’)” : dm (re?) dé = ania ciA(n—m) ag 
- 0 
0 n#ém 
Qr|an|2r2” n =m, 
21 : b 
| a,(re”)"——*_dd=0 si n#m 
re_w ym 


Dn Ba 
/ (rei9)n (rent? = =Osin a m. 








y que 
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7. Suponga aus f tiene un cero en z de multiplicidad /. Muestre que el 
residuo de £ en Zo, es k. 


Solucion. oan f tiene un cero de orden & en 2p, existe g analitica en 
una vecindad de z, con g(zo) # 0 tal que f(z) = (z — 2)*g(z). Ahora, 
la derivada de f es igual a f’(z) = k(z — z)*-g(z) + (z — 2)*q'(z), 











entonces 

f(z) _ kle— 20)" *9(z) + (2 — 20)*9'(z) _ ik i g' (2) 

f(z) (z — 20)¥g(z) ZZ G{Z) 
Como a es analitica en una vecindad de zo, se tiene que Res (4, 20) = 
k. 


, 1 : 
8. Evaltie es z"ezdz, donde ¥ es el circulo de radio 1 centrado en 0 y recorrido 
una vez en direccién contraria al sentido de las manecillas de reloj. 


Solucién. Sea f(z) = ze, estd funcidn solo tiene una singularidad en 
Zz = 0 que esta dentro de y. Se sabe que Ve f(z)dz = 277 - by, donde b; 
es el coeficiente de + = de la serie de Laurent alrededor del 0. 


n— 


A: 
= Cc 
Como ez = Ue, 


n z 
me Sonar ez = = Lio ee ce Gime por lo 
eee _ — 2Qrt 
que el coeficiente de + es ari . Por lo tanto, Ls flzjdz = Gay. 


9. a) Sea zo una singularidad esencial de f y sea U una vecindad aguje- 
rada de zy. Demuestre que la cerradura de f(U) es C. 


b) Suponga el teorema de Picard y derive el "teoremita de Picard” : 
La imagen de una funcidn entera no constante, es todo C, excepto 
posiblemente por a lo mas un punto. 


Solucion. 


a) Para demostrar que la cerradura de f(U) es C, se tiene que mostrar 
que f(U) es denso en C. 
Sea w € C, por el teorema de Picard, la ecuacién f(z) = w tiene 
infinidad de soluciones z € U, con excepcidn de un valor w. Si w 
no es este valor excepcional, cualquier vecindad W de w intersecta a 
f(U). Sea w el valor excepcional, y sea W una vecindad de w. Luego 
siu € W \ {w}, entonces la ecuacién f(z) = u tiene solucién z € U, 
por lo tanto UM W # 0). Esto muestra que f(U) es denso en C. 
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b) Sea f : C + C una funcién entera no constante. Si f es un polinomio, 
entonces por el teorema fundamental del algebra se tiene el resultado. 
Suponga ahora que f es una funcidn entera que no es un polinomio 
y considere la funcién g(z) = f(1/z). Como f no es un polinomio, g 
tiene una singularidad esencial en z = 0. El resultado ahora se sigue 
del teorema de Picard. 
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Una introduccién a la variable compleja 
se termino de imprimir en el mes de Mayo de 2013, 
en los talleres de Dicograf, S.A. de CV. 
Poder Legislativo 304, Cuernavaca, Morelos. 


La variable compleja es una rama de las matematicas que posee algo para 
todos los gustos. Ademas de tener aplicaciones en la fisica y, en especifico, en 
otras partes del analisis, representa una puerta de entrada en otras areas de las 
matematicas, por ejemplo, la teoria de homotopia, la geometria hiperbolica, la 
dinamica holomorfa, entre otras. 

Este libro incluye algunos de los topicos de variable compleja que se han 
ensenado en la ultima década en la Licenciatura en Ciencias de la Facultad de 
Ciencias de la Universidad Aut6noma del Estado de Morelos (UAEM), en las 
areas terminales de Matematicas y Fisica. Los temas aqui desarrollados corres- 
ponden a un curso estandar de variable compleja en cualquier licenciatura en 
estas areas. 

La motivacion principal para realizar este libro es proporcionar al estu- 
diante un apoyo adicional para este curso, que le sirva como base para aden- 
trarse tanto en la teoria como en la resolucion de problemas. 
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